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Chapitre 1

Introduction

Au cours des dernières décennies, le développement rapide de l'informatique a provoqué
de nombreux changements dans nos sociétés. Les progrès de l'informatique ont permis
d'élargir son champ d'application, ce qui a débouché sur la création de nombreux domaines
interdisciplinaires. En particulier, le domaine se situant à la frontière entre l'économie et
l'informatique a connu un intérêt grandissant, en partie dû à la croissance des échanges
électroniques. L'économie et l'informatique se rencontrent en de nombreux points, celui qui
nous intéresse dans le cadre de cette thèse est le point de rencontre entre l'informatique et
la théorie du vote. Commençons par introduire la théorie du vote, et plus généralement la
théorie du choix social, pour pouvoir ensuite présenter les enjeux computationnels qu'il en
ressort.

La plupart d'entre nous ont déjà participé à une élection. Dès l'école primaire, nous
votons pour élire des délégués de classe. Puis, alors que nous sommes plus âgés, la sphère
politique nous o�re de multiples occasions de voter. Mais le vote est aussi utilisé plus quo-
tidiennement, par exemple, lors de télé-crochets, de concours sportifs (patinage artistique,
skateboard) ou encore pour déterminer les meilleurs �lms (IMDB). Les situations dans les-
quelles le vote sert à agréger un ensemble d'opinions individuelles en une décision collective
sont variées. Ces situations di�èrent sur trois points essentiels.

Tout d'abord, l'enjeu des situations de vote peut être important, faible, voir inexistant.
J'appellerai élection politique, toute élection ayant pour �nalité de choisir un représentant
de l'ensemble des votants, c'est-à-dire un individu ou un groupe qui a le pouvoir de parler
ou de prendre des décisions au nom de l'ensemble des votants. Les élections politiques
nationales sont celles avec l'enjeu le plus élevé, comme les présidentielles, les législatives
ou encore les régionales. Il existe aussi des élections politiques à faible enjeu, ou à enjeu
très local, comme l'élection d'un comité d'entreprise ou d'un conseil de laboratoire. En�n,
les élections profanes, c'est-à-dire non politiques, sont généralement des élections avec peu
d'enjeu. Il peut s'agir de choisir une date de réunion (plus généralement, tout sondage
de type Doodle), prendre une décision lors d'une assemblée de co-propriétaires, attribuer
une note lors d'un concours sportif (patinage artistique, skateboard, surf), sélectionner des
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candidats à l'aide d'un comité de sélection ou encore choisir un ensemble d'objets �nis ou
d'activités pour un groupe d'agents (villes à visiter lors d'un voyage, livres à emporter en
vacances). L'enjeu d'une élection possède une in�uence importante sur l'implication des
acteurs et donc sur leur capacité à fournir des e�orts cognitifs ou d'organisation.

Ensuite, la variété de l'espace des votants est un critère essentiel. Il existe des situations
avec un (très) grand nombre de votants comme les élections politiques nationales, ou les
émissions de télé-crochets comme l'Eurovision. Ces situations requièrent une organisation
importante et donc des moyens adaptés. À l'opposé, le nombre de votants peut être faible,
par exemple lors d'une assemblée de co-propriétaires, lors de la tenue d'un comité de
sélection, ou encore dans le cas de la recommandation de groupe. Dans ces situations,
les conditions de vote peuvent être variées mais ne possèdent généralement pas d'enjeu
signi�catif. De plus, les méthodes de vote sont, dans de nombreux cas, anonymes, c'est-à-
dire que l'identité des votants ne rentre pas en considération.

En�n, l'espace des candidats peut aussi être très varié. D'une part, certaines situa-
tions font intervenir un très grand nombre d'alternatives 1 comme le vote sur des domaines
combinatoires. Dans le vote sur des domaines combinatoires 2, l'ensemble des alternatives
est formé par le produit cartésien de variables, possédant chacune plusieurs valeurs pos-
sibles. Un exemple typique de vote sur des domaines combinatoires est le choix d'un menu
commun, où il peut exister une variable pour l'entrée, une pour le plat et une pour la
boisson. D'autre part, le nombre de candidats peut être relativement faible, comme dans
les référendums et dans certaines élections politiques (comme l'élection présidentielle).

Ces di�érents exemples illustrent le fait que le vote est une méthode très répandue pour
agréger des opinions individuelles en un choix collectif. Et puisque ces exemples sont très
variés, les procédures utilisées pour décider de l'issue du vote le sont tout autant. Le choix
de la méthode à utiliser dépend essentiellement du contexte de décision, du nombre de
votants et du nombre de candidats. Par exemple, en France, le président est élu au scrutin
uninominal majoritaire à deux tours, ce qui est adapté dans un contexte à fort enjeu, avec
un nombre de votants très élevé et peu de candidats. En e�et, la simplicité de ce mode de
scrutin facilite sa mise en place à très grande échelle, tout en permettant aux votants de
s'exprimer de façon signi�cative lorsque le nombre de candidats est faible.

Illustrons la variété des méthodes de vote et de leurs résultats avec un exemple simple
de décision collective. Une communauté doit choisir une nouvelle installation sportive à
l'usage de ses membres parmi trois propositions : une piscine (P), un terrain de tennis (T)
et un mini-golf (G). Bien sûr, les membres de la communauté, au nombre de cent, possèdent
des préférences individuelles vis-à-vis de ces installations. Le tableau suivant résume ces
préférences :

Dans cet exemple, 45 votants préfèrent le terrain de tennis (T) à la piscine (P), et la
piscine (P) au mini-golf (G), et ainsi de suite. Comment la communauté doit-elle choisir

1. Dans cette thèse, le terme �alternative� est à prendre au sens anglais, c'est-à-dire une possibilité
parmi un ensemble �ni de choix.

2. Le vote sur des domaines combinatoires est présenté plus en détail en section 2.7.
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45 34 21
T G P
P P G
G T T

une installation en se basant sur ces préférences ? Autrement dit, quelle est la méthode
de vote adaptée au contexte de décision, au nombre de votants et de candidats ? D'un
point de vue théorique, cette élection est similaire à une élection politique dans laquelle
un groupe d'agents vote pour élire un représentant parmi un ensemble de candidats. Ainsi,
tentons d'appliquer les procédures de vote utilisées habituellement dans ce cas. Dans de
nombreuses élections politiques, la règle utilisée est la règle de pluralité qui élit le candidat
qui est rangé en premier par le plus grand nombre de votants. Dans notre exemple, on
choisirait alors de construire un terrain de tennis (T). En France, l'élection présidentielle
se déroule en deux temps. Au premier tour, seuls les deux candidats rangés le plus de
fois en première position sont admis pour un face-à-face au second tour. Cela résulterait
en l'élimination de la piscine au premier tour, puis par une victoire du mini-golf (G) sur
le terrain de tennis au second tour puisque 55 membres préfèrent le golf au tennis. Une
autre méthode usuelle qui peut être utilisée ici est la méthode de Condorcet. Il s'agit de
choisir l'alternative qui gagne à chaque fois lors d'une comparaison par paire avec une
autre alternative. On remarque que dans notre exemple, l'alternative piscine est toujours
gagnante lors d'une comparaison en face-à-face. En e�et, 55 membres préfèrent la piscine
au terrain de tennis et 79 la préfèrent au mini-golf. En appliquant cette dernière méthode,
l'installation choisie est donc la piscine (P).

Ces trois règles, qui paraissent raisonnables dans ce contexte, conduisent à trois ré-
sultats di�érents. Cet exemple illustre la nécessité de l'étude des méthodes de vote, et
plus globalement, l'étude des mécanismes de décision collective. La théorie du choix social,
qui englobe la théorie du vote, se propose d'étudier ces mécanismes de décision collective.
L'étude de ces mécanismes remonte à l'antiquité et je présenterai dans le chapitre suivant
une brève histoire de son évolution.

1.1 Brève histoire du choix social

On peut distinguer trois périodes dans l'histoire du choix social, détaillées dans l'intro-
duction de Brandt et al. (2015).

Durant la première période, qui s'étend de l'antiquité au milieu du XXe siècle, les
travaux se sont concentrés sur la conception de règles spéci�ques et l'étude de leurs défauts à
travers des exemples précis. Pline le Jeune, sénateur romain du Ier siècle, ou Ramon Llull,
philosophe catalan du XIIIe siècle, sont parmi les pionniers de l'étude des procédures
de vote. Mais intéressons-nous au XV IIIe siècle qui a connu les deux plus importantes
contributions au choix social de cette première période, dues à un ingénieur, Jean-Charles
de Borda, chevalier de Borda (1733�1799), et un philosophe, Marie Jean Antoine Nicolas de
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Caritat, marquis de Condorcet (1743�1794). Jean-Charles de Borda proposa en 1770 une
méthode de vote, connue aujourd'hui sous le nom de règle de Borda, dans laquelle chaque
votant fournit un classement complet des candidats. Chaque candidat reçoit alors un point
pour tout candidat moins bien classé que lui. Finalement, le candidat avec le plus grand
nombre de points est élu. Cependant, le marquis de Condorcet trouva un défaut majeur à
cette règle, illustré par l'exemple suivant mettant en scène trois candidats et onze votants :

4 3 2 2
Lionel Nicolas Nicolas Jean-Marie
Nicolas Jean-Marie Lionel Lionel

Jean-Marie Lionel Jean-Marie Nicolas

Dans cet exemple, quatre votants préfèrent Lionel à Nicolas, qu'ils préfèrent à Jean-
Marie, et ainsi de suite. Le vainqueur de l'élection selon la méthode de Borda est Nicolas
(avec 4 · 1+3 · 2+2· 2+2· 0 = 14 points). Cependant une majorité de votants préfère Lionel à
Nicolas (6 sur 11), et préfère Lionel à Jean-Marie (6 sur 11). La méthode de Borda n'élit pas
Lionel alors que ce dernier est préféré à tout autre candidat par une majorité de votants.
La communauté du choix social appelle le candidat Lionel un vainqueur de Condorcet,
c'est-à-dire un candidat qui gagne contre chacun des autres candidats en comparaison par
à paire.
Supposons maintenant que deux votants supplémentaires se joignent à l'élection, ces deux
votants préférant Jean-Marie à Lionel, et Lionel à Nicolas. Il existe toujours une majorité
de votants qui préfèrent Lionel à Nicolas et une majorité de votants qui préfèrent Nicolas
à Jean-Marie, mais nous observons aussi une majorité de votants préférant Jean-Marie
à Lionel. Cette nouvelle situation illustre le fait que la relation de préférence peut être
cyclique, ce qui est appelé le paradoxe de Condorcet. Cela montre que la proposition du
marquis de Condorcet, d'utiliser les résultats des comparaisons par paires, ne conduit pas
toujours à une solution claire.
Mentionnons en�n le mathématicien et auteur britannique Charles Dodgson (1832-1898)
qui proposa une règle basée sur les comparaisons par paires échappant à ce paradoxe.
Lorsqu'il existe un vainqueur de Condorcet, il proposa de l'élire, et dans les autres cas, il
proposa de compter le nombre nécessaire de modi�cations élémentaires à e�ectuer dans les
préférences des votants pour qu'un candidat précis devienne vainqueur de Condorcet, et
d'élire le candidat pour qui ce nombre est minimal. Une modi�cation élémentaire est ici
un échange entre deux candidats adjacents dans un vote.
Cette première période est passée �nement en revue par McLean et Urken (1995).

La deuxième période du choix social débuta au milieu du XXe siècle, avec les travaux
de Kenneth Arrow qui montra en 1951 que le problème de la règle majoritaire illustré par
le paradoxe de Condorcet est en réalité un problème plus général. En e�et, Arrow (1951)
montra qu'il n'existe pas de règle d'agrégation des préférences qui respecte un petit nombre
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de propriétés intuitives et désirables en démocratie, à savoir l'universalité 3, l'unanimité 4 et
l'indi�érence aux alternatives non-pertinentes 5. Au lieu de proposer une nouvelle règle ou
de mettre en évidence les problèmes d'une règle existante, Arrow proposa un modèle formel
pour discuter et analyser l'ensemble des règles possibles. Il énonça ces propriétés en termes
mathématiques précis, appelés axiomes, et en explora les conséquences logiques. Avec la
même approche axiomatique, Nash Jr (1950) publia un résultat fondateur sur le problème
de la négociation, pertinent pour la théorie du partage équitable, et Shapley (1952) publia
son papier révolutionnaire sur le concept de solution pour les jeux coopératifs qui porte
aujourd'hui son nom, jouant un rôle important dans la formation de coalitions.
Le théorème d'Arrow (1951) est généralement interprété comme un résultat d'impossibilité :
il est impossible de trouver une règle d'agrégation des préférences qui véri�e simultanément
l'universalité, l'unanimité et l'indi�érence aux alternatives non-pertinentes, tout en étant
non-dictatoriale 6. Les travaux qui suivirent ce théorème consistèrent principalement en des
tentatives pour échapper à cette impossibilité en a�aiblissant les hypothèses considérées.
Ainsi, ce résultat est considéré comme le point de départ de la théorie du choix social
moderne.

La plupart des travaux de cette deuxième période consistent donc en des résultats axio-
matiques ou normatifs, comme la caractérisation de règles précises ou de familles de règles
de vote. Cependant aucun de ces travaux n'a étudié les e�orts computationnels nécessaires
au calcul du vainqueur des règles ainsi caractérisées, e�orts computationnels pouvant être
prohibitifs dans certains cas. Dans cette troisième période, une règle ne s'évalue plus seule-
ment sur des aspects normatifs mais aussi sur la possibilité de l'implémenter en un temps
raisonnable 7. Dans la �n des années 80, le domaine du choix social a été investi par les
informaticiens dans le but d'utiliser des concepts computationnels et des techniques al-
gorithmiques pour résoudre des problèmes de décisions collectives complexes. Déterminer
la complexité de calcul d'une règle ou la complexité de manipulation sont des exemples
typiques d'importation de concepts provenant de l'informatique théorique à la théorie du
choix social.
La règle de Kemeny est la première règle d'agrégation dont on a montré la di�culté de
calcul. Elle a été dé�nie par Kemeny (1959) puis axiomatisée par Young et Levenglick
(1978), avant d'être démontrée di�cile à calculer par Bartholdi III et al. (1989b), et indé-
pendamment par Hudry (1989). Cependant la complexité précise du calcul d'un vainqueur
pour cette règle n'a été démontrée qu'en 2005, pendant une période d'expansion rapide du
choix social computationnel. Il en a suivit des algorithmes pour l'implémenter de manière
e�cace, des approximations rapides et plusieurs études de complexité paramétrée.

3. L'universalité exige que la règle d'agrégation détermine un vainqueur pour n'importe quel ensemble
de préférences.

4. L'unanimité exige que si l'ensemble des votants préfère une alternative à une autre, alors la décision
collective doit re�éter cette préférence.

5. L'indi�érence aux alternatives non-pertinentes exige que le classement relatif de deux alternatives
ne dépende que de leur position relative pour les individus et non de la position d'autres alternatives.

6. Une règle est dite dictatoriale s'il existe un votant dont les préférences correspondent systématique-
ment aux préférences collectives.

7. Une règle de vote dont le calcul du vainqueur nécessite des années est inutilisable en pratique.
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Le début des années 2000 marque un tournant dans cette période puisqu'en 2006 a été
organisée la première édition du séminaire COMSOC, le workshop international de Choix
Social Computationnel, à Amsterdam. C'est à cette occasion que le terme Choix Social
Computationnel a été utilisé explicitement pour désigner un domaine de recherche spéci-
�que.

De nos jours, le choix social computationnel est un domaine de recherche en expansion
qui utilise des techniques diverses pour traiter des questions très variées. Il existe de plus
en plus d'interactions avec les acteurs du choix social classique provenant d'économie, des
mathématiques et des sciences politiques.

1.2 Vue d'ensemble du choix social computationnel

Comme on l'a mentionné plus haut, le choix social est dé�ni par une approche multi-
disciplinaire des procédures de décision collective. Cependant, les contributions de l'in-
formatique à la théorie du choix social ne se limitent pas à la conception et l'analyse
d'algorithmes pour répondre aux problèmes classiques du choix social. L'informatique (en
particulier l'informatique théorique, l'intelligence arti�cielle et la recherche opérationnelle)
a également apporté de nouvelles perspectives qui ont conduit les chercheurs à revisiter les
anciennes questions du choix social.
Aujourd'hui, le choix social computationnel suit deux voies principales. La première est
l'utilisation des techniques et des pratiques de l'informatique pour mieux analyser les mé-
canismes du choix social et en concevoir de nouveaux. Les premiers travaux dans ce sens
sont une série de papiers par Bartholdi III et al. (1989b) et par Hudry (1989), qui ont mon-
tré que, d'une part, la complexité algorithmique d'une règle de vote peut servir de barrière
contre la manipulation stratégique d'une élection, mais que, d'autre part, elle peut aussi
limiter son utilisation pratique. Certains domaines de l'intelligence arti�cielle comme l'ap-
prentissage, le raisonnement dans l'incertain ou la représentation des connaissances, ont
été appliqués au choix social dans le même but.
La seconde voie est l'application de la théorie du choix social dans le contexte informa-
tique. Par exemple, la théorie du choix social peut fournir des outils pour prendre des
décisions collectives dans les systèmes multi-agents, qui sont composés d'agents hétéro-
gènes et individualistes. On peut aussi trouver des applications du choix social dans la
recommandation de groupe, la recherche d'information et dans la production participative
(�crowdsourcing�). De plus, tandis qu'il est di�cile de changer un mécanisme de vote dans
le monde politique, les informaticiens peuvent facilement changer de mécanisme dans ces
systèmes où l'enjeu est faible, ce qui fournit un environnement de test idéal pour les idées
provenant du choix social.

Les principaux sujets du choix social computationnel sont les suivants (Chevaleyre et al.
(2007)) :

Théorie du vote computationnel Le vote computationnel constitue le domaine dans
lequel s'inscrit cette thèse et sera présenté dans la section suivante.
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Partage équitable et allocation de ressources Ce sujet se concentre sur l'allocation
d'un ensemble limité de ressources à un ensemble d'agents, étant données leurs pré-
férences sur ces ressources. Dans ce contexte, il est essentiel de faire la distinction
entre les ressources divisibles et les ressources indivisibles. Le premier type de res-
sources désigne les ressources que l'on peut diviser en parts arbitrairement faibles
(de l'argent, de l'eau), tandis que le second désigne les ressources que l'on ne peut
pas partager (un meuble, un tableau). Présentons un exemple. Dans le domaine des
réseaux de télécommunications, et en particulier dans les réseaux informatiques, le
partage de ressources est essentiel. Dans les réseaux informatiques, il s'agit d'allouer
une ressource divisible critique, la bande passante, aux utilisateurs, les applications,
en fonction de leurs besoins. Dans ce type de réseau, on souhaite utiliser de façon
e�cace les capacités du réseau, tout en distribuant la bande passante de manière
équitable aux applications, qui peuvent être très hétérogènes. Il existe de nombreux
critères pour juger de la valeur d'une allocation de ressource comme l'e�cacité, la
stabilité, ou encore l'équité. Le critère d'e�cacité le plus étudié est l'e�cacité au sens
de Pareto : une allocation est e�cace au sens de Pareto s'il n'existe pas une autre
allocation qui soit strictement meilleure pour au moins un agent sans être moins
bonne pour les autres. La stabilité et l'équité peuvent être atteintes, par exemple,
par l'absence d'envie, qui correspond à la situation où aucun agent ne préfère possé-
der le lot obtenu par un autre agent plutôt que le sien. On pourra trouver une vue
d'ensemble des problèmes liés au partage équitable et à l'allocation de ressource dans
Chevaleyre et al. (2006).

Jeux coopératifs Dans de nombreux contextes, les agents coopèrent pour e�ectuer plus
e�cacement une tâche. Prenons en exemple un ensemble de quinze agents, dont sept
d'entre eux possèdent une chaussure gauche et les huit autres possèdent une chaussure
droite. Les chaussures, gauches ou droites, ne valent rien si elles ne sont pas appariées.
Les agents doivent nécessairement coopérer pour vendre leurs chaussures. Comment
les agents vont-ils coopérer et partager les gains ? Quatres objectifs permettent de
guider la répartition des gains : la faisabilité, l'e�cacité, la stabilité et l'équité. On
trouvera plus d'informations sur ces critères dans Moulin (2002). Puisque les agents
sont considérés comme des individus �égoïstes�, la notion la plus importante est celle
de la stabilité d'une coalition : un agent ne doit pas avoir envie de quitter sa coalition.
Ces questions et les problèmes algorithmiques qu'elles soulèvent sont présentés dans
Osborne et Rubinstein (1994) et Sandholm et al. (1999).

Formation de coalitions On s'intéresse ici aux situations où les agents peuvent former
des coalitions et possèdent des préférences sur ces coalitions. Cela inclut le problème
d'a�ectation, les jeux hédoniques et les jeux par vote pondéré. Le problème d'a�ecta-
tion étudie la façon dont deux ensembles d'agents ou d'objets peuvent être appariés
en tenant compte des préférences des agents. L'a�ectation de médecins internes à des
hôpitaux est un exemple typique où les deux types d'agents possèdent des préférences
sur les coalitions. Assigner un ensemble d'étudiants à un ensemble de logements dans
un campus est un exemple où seulement l'un des ensembles d'agents possède des
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préférences. Une présentation détaillée du problème d'a�ectation peut être trouvée
dans Klaus et al. (2014). Tandis que le problème d'a�ectation n'autorise que des
coalitions de taille deux, les jeux hédoniques autorisent toute structure de coalitions
admissible, c'est-à-dire, toute partition de l'ensemble des agents en sous-ensembles.
Dans ce contexte, une hypothèse essentielle est que les préférences d'un agent sur les
structures de coalitions ne dépendent que des coalitions dans lesquelles il se trouve
et pas de la manière dont sont répartis les autres agents. Aziz et Savani (2016) pré-
sentent en détail les jeux hédoniques. En�n les jeux par vote pondéré correspondent
aux situations où des votants, qui possèdent des poids variables, acceptent ou re-
jettent une proposition. Une coalition de votants est alors gagnante si la somme des
poids des votants de la coalition atteint un quota prédé�ni. Ce thème est présenté
en détail dans Chalkiadakis et Wooldridge (2016).

Agrégation de jugements et de croyances L'agrégation de jugements étudie l'agré-
gation d'un ensemble de jugements individuels sur des propositions interconnectées
en un jugement collectif. L'exemple référence de l'agrégation de jugements est celui
d'un tribunal. Un jury doit décider de l'issue d'un procès et chaque juré doit s'ex-
primer sur trois aspects de ce procès : l'action pour laquelle l'accusé est jugé est-elle
interdite par la loi, l'accusé a-t-il commis cette action, et en�n est-il coupable ou
non ? La question que l'on se pose est alors de savoir comment agréger ces di�érents
jugements en un jugement collectif et cohérent. L'agrégation de croyances est un pro-
blème similaire, qui s'intéresse au moyen de fusionner les croyances d'un ensemble
d'agents en une croyance collective. Un exemple d'agrégation de croyances est l'agré-
gation d'informations provenant de di�érents capteurs dans un système autonome,
comme une voiture autonome. Ces voitures autonomes sont équipées de di�érents
capteurs (caméra oculaire, caméra thermique, radar sonore et autres). Pour savoir
si la route est dégagée, une telle voiture doit récupérer l'ensemble des informations
disponibles et les agréger pour décider si l'information �la route est dégagée� est cré-
dible ou non. Une introduction à l'agrégation de jugements peut être trouvée dans
Grossi et Pigozzi (2012) et Endriss (2016).

1.3 Théorie du vote computationnel

La théorie du vote computationnel étudie les aspects algorithmiques de la théorie du
vote. La situation considérée est généralement la suivante. Un ensemble de votants doit
faire un choix parmi un ensemble d'alternatives. Les alternatives peuvent être, entre autres,
des candidats d'une élection politique ou des actions communes à mener. Il existe plusieurs
hypothèses sur la forme des préférences des votants, présentées en section 2.1. Générale-
ment, elles sont exprimées par un ordre linéaire (un classement) sur les alternatives. On
peut aussi faire l'hypothèse que les préférences sont cardinales, c'est-à-dire que les votants
attribuent un nombre à chaque alternative, représentant l'utilité qu'ils lui associent. En�n,
les préférences peuvent être dichotomiques, ce qui signi�e que chaque votant sépare les
alternatives en deux types, les alternatives approuvées et les alternatives rejetées.
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L'issue du vote, c'est-à-dire le choix commun, est déterminée par une règle de vote
qui, étant donné un ensemble de préférences, peut retourner soit une alternative 8 soit
un sous-ensemble d'alternatives 9. L'exemple le plus répandu de règle de vote est la règle
de pluralité, utilisée dans de nombreuses élections politiques, dans laquelle chaque votant
attribue un point à son candidat préféré. Le candidat élu est celui qui reçoit le plus de
points. Les principales règles de vote connues sont présentées en détail dans le chapitre 2.

Le vote par approbation est le thème principal de cette thèse. Contrairement aux règles
de vote évoquées jusqu'à présent, le vote par approbation ne nécessite pas de préférences
ordinales. Dans ce système, chaque votant est libre de voter pour (�d'approuver�) le nombre
de candidats qu'il souhaite. Un vote est donc un sous-ensemble de candidats approuvés. Un
exemple de fonction dans le cadre du vote par approbation est l'élection par approbation
simple, dans laquelle un votant attribue un point à chaque candidat qu'il approuve. De
même, le candidat élu est celui qui obtient le plus de points.

En�n, jusqu'à présent, nous avons considéré des situations où un seul votant doit être
élu. Cependant, il existe des situations où il est nécessaire d'élire plusieurs candidats,
comme lors de l'élection d'un comité représentatif dans une université. On parle alors de
règles de vote à vainqueurs multiples. Ces règles ont pour objectif de choisir le sous-ensemble
de candidats, de taille �xée ou non, qui re�ète au mieux les préférences des votants. Le
résultat d'une élection à vainqueurs multiples est un sous-ensemble non-vide de candidats.

Nous allons maintenant présenter les sujets principaux de ce domaine.

Détermination du vainqueur Les théoriciens classiques du vote ne se sont pas inté-
ressés aux problèmes algorithmiques de la détermination d'un vainqueur. Il est vrai
qu'une grande partie des règles de vote usuelles se calculent en temps polynomial.
C'est seulement lorsque la règle de Kemeny a été démontrée di�cile à calculer par
Bartholdi III et al. (1989b) et par Hudry (1989) que ce problème est devenu critique.
En e�et, personne ne peut accepter une règle de vote qui nécessite des années de
calcul pour déterminer le vainqueur. Depuis, de nombreuses règles de vote ont été
montrées di�ciles à calculer, comme la règle proposée par Charles Dodgson au cou-
rant du XIXe ou encore la règle de Slater, proche de celle de Kemeny. Dans le cadre
des élections à vainqueurs multiples, deux exemples de règles di�ciles à calculer sont
les règles de Monroe (1995) et de Chamberlin et Courant (1983). Ces deux règles ont
été montrées di�ciles par Procaccia et al. (2008b).
Pour échapper à ce problème, les chercheurs se sont penchés sur l'approximation de
ces règles, c'est-à-dire le calcul d'une solution proche de la solution optimale en un
temps raisonnable. On peut citer par exemple la règle de Dodgson comme résultat
positif d'approximation, et la règle de Young comme résultat négatif, démontrée in-
approximable, deux résultats par Procaccia et al. (2007). En�n, les chercheurs ont
entrepris l'étude de la complexité paramétrée des règles di�ciles, a�n d'identi�er le
(ou les) paramètre à l'origine de cette complexité.

8. On parle alors de fonction de choix social ou encore règle de vote résolue.
9. On parle de correspondance de choix social ou règle de vote irrésolue.
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Manipulation La manipulation est un sujet proli�que de la théorie du vote, présenté
en détail dans Conitzer et Walsh. Rappelons qu'une règle de vote se base unique-
ment sur les préférences fournies par les votants pour calculer le vainqueur. Il existe
de nombreuses situations dans lesquelles un votant peut in�uencer le résultat d'une
élection en sa faveur en ne reportant pas ses préférences sincères. Une règle de vote
pour laquelle les votants ne peuvent pas manipuler avec succès est dite résistante à
la manipulation.
Le résultat fondateur de Gibbard (1973) et Satterthwaite (1975) montre essentielle-
ment que la manipulation est presque inévitable. Ce résultat établit que toute règle
de vote fondée sur des préférences ordinales, surjective 10 et non dictatoriale, n'est
pas résistante à la manipulation. On remarquera que les règles de vote fondées sur des
préférences dichotomiques, comme le vote par approbation, échappent à ce théorème.
Depuis les années 1970, de nombreux travaux ont cherché à contourner le théorème
de Gibbard-Satterthwaite.
Plus récemment, des chercheurs ont étudié la complexité de manipulation dans le
cadre des élections à vainqueurs multiples. Dans ce contexte, il est souvent fait l'hy-
pothèse que le manipulateur possède une fonction d'utilité ; la question est alors de
savoir s'il peut voter de telle manière que son utilité totale soit supérieure à un
seuil donné. Par exemple, la complexité de la manipulation du vote unique non-
transférable, du scrutin majoritaire plurinominal, de l'approbation simple et du vote
cumulatif 11 ont été identi�ées par Meir et al. (2008b).

Vote avec préférences incomplètes et élicitation des préférences Dans la plupart
des systèmes de vote, les votants doivent fournir un classement complet des alterna-
tives. Cette hypothèse est justi�ée et raisonnable dans certains domaines. Cependant
dans de nombreuses situations comme la recherche de pages web, la recommandation
de produit ou la plani�cation de réunion, cette hypothèse n'est pas réalisable en pra-
tique pour plusieurs raisons. Par exemple, le nombre d'alternatives à considérer peut
être élevé et même posséder une structure combinatoire. Une structure combinatoire
conduit généralement à un très grand nombre d'alternatives dont la comparaison
peut constituer un e�ort cognitif prohibitif pour les votants. De plus, cela implique
une grande quantité de communication pour collecter l'ensemble des votes. Or cet
e�ort peut être super�u dans des situations où une connaissance partielle des pré-
férences peut permettre de conclure quant à l'issue du vote. En�n, l'ensemble des
alternatives à considérer peut être incertain ou évoluer de façon dynamique. Ces si-
tuations poussent à l'étude précise de la quantité d'information et de communication
nécessaire à la détermination du vainqueur dans les systèmes de vote. Les problèmes
algorithmiques soulevés par ces situations sont identi�és par Boutilier et Rosenschein
(2016).

10. Une règle de vote est dite surjective si, pour tout candidat, il existe un pro�l de vote qui élit ce
candidat. Plus précisément, il est seulement nécessaire dans ce théorème que la règle de vote puisse aboutir
à au moins trois issues di�érentes.
11. Ces règles sont présentées en section 2.3.
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Vote sur des domaines combinatoires Ce sujet soulève la question de la structure de
l'ensemble des alternatives. Dans certains cas, cette structure est simple et le nombre
d'alternatives est faible, comme lors d'une élection présidentielle. Mais il arrive que
l'ensemble des alternatives possède une structure combinatoire complexe qui conduise
à un nombre élevé d'alternatives. Donnons trois exemples tirés de Lang et Xia (2016)
pour illustrer cette possibilité. Le premier exemple est celui des référendums mul-
tiples, en particulier aux États-Unis. Lors des élections présidentielles américaines
de 2012, les électeurs de l'état de Californie ont voté sur onze référendums. Ces pro-
positions n'étaient pas indépendantes puisque cinq d'entre elles portaient sur des
questions de budget et de taxe, et en particulier deux d'entre elles proposaient deux
manières di�érentes d'augmenter les taxes pour l'éducation. Le second exemple est
celui de la plani�cation de groupe. Un groupe d'individus doit décider d'un menu
commun composé d'une entrée, d'un plat principal, d'un dessert et d'une boisson,
avec pour chaque catégorie quelques valeurs disponibles. Le dernier exemple est celui
de l'élection de comités. Il s'agit de choisir un ensemble de représentants parmi un
ensemble de candidats. Les élections de comités représentatifs sont fréquentes, par
exemple l'élection d'un comité scienti�que dans un laboratoire.
Ces trois exemples ont en commun la structure combinatoire de l'ensemble de leurs
alternatives. En e�et, cet ensemble est un produit cartésien de plusieurs domaines,
où chaque domaine est composé d'un ensemble �ni de valeurs pour une variable don-
née. Dans ce contexte, les méthodes de vote sont évaluées sur des critères comme
l'expressivité, le coût de communication, le coût de calcul, ou encore la qualité de
la solution. On trouvera une présentation détaillée de ce domaine dans Lang et Xia
(2016).

1.4 Principaux thèmes abordés dans cette thèse

Le �l conducteur de cette thèse est le vote par approbation, étudié dans le cadre du
vote sur des domaines combinatoires dans le chapitre 4, avec un traitement particulier des
élections de comités et référendums multiples dans les chapitres 3 et 5, mais aussi dans le
cadre du vote à vainqueur unique dans le chapitre 5. La �gure 1.1 donne un vue d'ensemble
des principaux thèmes abordés dans cette thèse.

Contrairement aux règles de vote évoquées jusqu'à présent, le vote par approbation ne
requiert pas un classement complet des candidats de la part des votants. Dans ce système,
chaque votant est libre de voter pour (�d'approuver�) le nombre de candidats qu'il souhaite.
Un vote est donc un sous-ensemble de candidats approuvés. Dans le cas où il s'agit d'élire
un seul candidat, il n'y a pas d'ambiguïté sur la manière de procéder, le candidat ayant
été le plus approuvé est élu. Il existe de nombreuses situations de la vie de tous les jours
qui ont recours au vote par approbation à vainqueur unique :

Le choix d'une date de réunion Ici, chaque votant approuve les dates où il est dispo-
nible et la date choisie est celle qui rassemble le plus de participants. Cette situation
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Théorie du vote computationnel

Vote par approbation

Avec vainqueur unique Sur des domaines combinatoires

Référendums multiplesÉlections à vainqueurs multiples

• Préférences incomplètes (Ch. 5) • Complexité de calcul (Ch. 4)
• Propriétés axiomatiques (Ch. 4)

• Manipulation (Ch. 4)

• Complexité de calcul (Ch. 3)
• Manipulation (Ch. 3)

• Préférences incomplètes (Ch. 5)

Figure 1.1 � Principaux thèmes abordés dans cette thèse.

est un exemple représentatif des sondages de type �Doodle�.

Le choix d'un �lm Il s'agit ici de choisir un �lm commun pour un groupe de votants.
Chaque votant approuve les �lms qu'il souhaite voir, et le �lm choisi sera vu par
l'ensemble des votants (pas seulement ceux qui l'ont approuvé). Cela correspond
plus généralement à la situation de choix d'une activité pour un groupe (choix d'un
restaurant, d'une destination de vacances).

Le calcul du vainqueur dans le vote par approbation à vainqueur unique est immédiat,
cependant nous verrons dans le chapitre 5 que lorsque les préférences sont incomplètes, des
di�cultés algorithmiques peuvent apparaître. Illustrons cette méthode de vote en consi-
dérant la situation suivante : un groupe de onze votants doit choisir un délégué parmi
un ensemble de quatre candidats. Le tableau suivant résume les préférences des votants.
Dans cette situation, quatre votants approuvent seulement le candidat Lionel, tandis que

4 {Lionel}
3 {Nicolas, Jean-Marie}
2 {Nicolas, Lionel, Christiane}
2 {Jean-Marie, Nicolas, Lionel}

trois votants approuvent les candidats Nicolas et Jean-Marie, et ainsi de suite. Le candidat
Lionel est donc élu.

Supposons maintenant que l'on souhaite élire deux représentants parmi les quatre can-
didats. L'élection de deux représentants rentre dans la catégorie des élections à vainqueurs
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multiples. Le vote par approbation est utilisé dans de nombreux cas d'élections à vainqueurs
multiples, dont voici quelques exemples :

L'élection d'un comité représentatif Il s'agit ici d'élire un comité pour un ensemble
d'agents, comme le comité scienti�que d'un laboratoire, le comité d'une entreprise
ou bien d'une association. Généralement, dans ces situations, les votants ne peuvent
approuver qu'un nombre de candidats inférieur ou égal au nombre de places dispo-
nibles au sein du comité. Il s'agit d'une forme contrainte de vote par approbation à
vainqueurs multiples.

Certaines élections politiques françaises Les élections municipales en France dans les
communes de moins de 1000 habitants se déroulent suivant un scrutin plurinominal
majoritaire à deux tours avec panachage, ce qui correspond à une forme de vote
par approbation à deux tours. Les candidats se présentent sous une liste ou comme
candidat indépendant. Les votants peuvent alors voter pour le nombre de candidats
qu'il souhaite, sans contrainte d'appartenance à une liste.

Le choix d'un sous-ensemble d'objets Il s'agit de choisir un sous-ensemble d'objets
ou d'activités parmi un ensemble plus grand. Il peut s'agir de choix d'un ensemble
de villes à visiter lors d'un voyage commun, d'un ensemble d'activités sociales lors
d'une conférence, ou encore d'un ensemble de livres à inclure dans une bibliothèque.
Ici, chaque votant approuve les objets ou activités qui lui conviennent.

Citons aussi les référendums multiples qui ne rentrent pas dans cette catégorie mais pos-
sèdent une structure similaire à celle des élections de comités. Dans ces situations, les
électeurs sont libres d'approuver ou de rejeter chacune des propositions. Il n'existe pas non
plus de contraintes sur le nombre de propositions �nalement acceptées. Le lien entre ces
deux situations est clair : dans les deux cas, il s'agit de choisir collectivement un vecteur
de valeurs binaires, correspondant dans un cas à un comité, dans l'autre cas à un ensemble
de propositions adoptées.

La méthode la plus simple pour élire deux candidats dans notre exemple est de choisir
ceux qui ont été approuvés le plus de fois. Avec les mêmes préférences que précédemment,
les candidats Lionel et Nicolas sont alors élus. Cette méthode est la plus utilisée en pratique.
Cependant, il existe d'autres méthodes pour choisir l'ensemble des candidats vainqueurs 12.
Dans le chapitre 3, nous étudions la complexité de calcul et la manipulation d'un sous-
ensemble de ces méthodes, appelées méthodes de centralisation, qui consistent à choisir le
sous-ensemble de candidats le plus consensuel. Dans la �n du chapitre 5, l'ensemble de ces
méthodes sont étudiées lorsque les préférences des votants sont incomplètes.

Les élections à vainqueurs multiples abordées ci-dessus sont un cas particulier du vote
sur des domaines combinatoires. Comme énoncé plus haut, le vote sur des domaines com-
binatoires étudie les situations de vote où l'ensemble des alternatives possède une struc-
ture combinatoire. Plus précisément, l'ensemble des alternatives est formé par le produit

12. Ces méthodes sont présentées en détail dans la section 2.3.4.
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cartésien de variables qui peuvent prendre un ensemble �ni de valeurs. Considérons une
situation de choix d'un menu commun pour un groupe d'agents. Il faut choisir le plat, le
dessert et la boisson : le plat peut être du lapin (l), de l'agneau (a) ou de la perche (p),
la boisson, du vin rouge (r), du blanc (b) ou un soda (s), le dessert, une tarte au cho-
colat (t), un �anc (f) ou un crumble au pomme (c). L'ensemble des alternatives possède
alors une structure combinatoire puisqu'il s'agit du produit cartésien de trois variables :
D = {l, a, p} × {r, b, s} × {t, f, c}. Le principal problème est alors de trouver un compro-
mis entre expressivité, qualité de la solution et e�cacité de la méthode de vote. Il existe
plusieurs manières de répondre à ce problème.
Dans un premier temps, on peut essayer d'appliquer les règles de vote habituelles. Ce-
pendant la plupart de ces règles nécessitent un classement complet des alternatives ce qui
demanderait un coût de communication élevé et un e�ort cognitif prohibitif pour les vo-
tants.
Dans un second temps, comme pour les référendums multiples, on peut voter sur le plat, la
boisson et le dessert de façon indépendante. Mais ces trois domaines ne sont pas indépen-
dants et l'on pourrait se retrouver avec une situation qu'aucun votant ne souhaite, comme
manger de l'agneau en buvant du vin blanc. De façon similaire, le vote séquentiel sur le
plat, puis sur la boisson et en�n sur le dessert peut conduire à un menu peu apprécié par
les votants, mais en général plus acceptable que les solutions du vote en parallèle.
Finalement, on peut, dans un premier temps, demander aux votants une partie réduite de
leurs préférences. On leur demande par exemple leur menu préféré, ou un petit nombre de
menus qu'ils approuvent. Puis, dans un second temps, on complète ces préférences avec
un principe de complétion. Dans le chapitre 4, nous explorons cette idée en proposant de
nouvelles méthodes de vote, fondées sur le vote par approbation à l'aide de préférences
conditionnelles.

1.5 Plan de la thèse

Pour conclure cette introduction, présentons rapidement le contenu de chacun des cha-
pitres de cette thèse.

Dans le chapitre 2, je présente les notions essentielles de la théorie du vote, comme
les hypothèses sur les préférences, les règles de vote à vainqueur unique et à vainqueurs
multiples, et en�n les questions principales qui seront abordées dans cette thèse, à savoir, la
complexité de calcul, la manipulation, les problèmes de vainqueurs possibles et nécessaires
et le vote sur des domaines combinatoires.

Les trois chapitres principaux, c'est-à-dire les chapitres 3, 4, 5, peuvent être abordés
de manière indépendante par le lecteur.

Le chapitre 3 se concentre sur le vote par approbation dans le contexte d'élections de
comités et des référendums multiples. J'y présente les règles de vote existantes dans ce
domaine avant d'expliquer comment généraliser une partie de ces règles. Ensuite, j'étudie
cette famille générale de règles de vote du point de vue de la complexité de calcul, de la
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manipulation et en�n du nombre moyen de comités vainqueurs ex aequo.

Puis, au chapitre 4, je me place dans le contexte plus général du vote sur des do-
maines combinatoires, toujours à l'aide du vote par approbation. J'y explique plusieurs
méthodes de vote fondées sur des préférences conditionnelles, puis j'étudie leurs propriétés
axiomatiques ainsi que leur manipulation.

En�n, le chapitre 5 s'intéresse aux préférences incomplètes dans le contexte du vote
par approbation. Les questions abordées sont celles des vainqueurs possibles et nécessaires,
dans le vote par approbation à vainqueur unique puis à vainqueurs multiples. De plus, dans
le cas du vote à vainqueur unique, je m'intéresse à la question de la robustesse du vote par
approbation en fonction du nombre de candidats approuvés par les votants.

L'annexe me permet de renseigner certaines preuves écartées des chapitres principaux
pour en faciliter la lecture.

Pour terminer, la conclusion est composée d'un résumé des résultats obtenus et d'un
ensemble de perspectives de recherche, prolongeant ce travail de thèse.
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Chapitre 2

Préliminaires sur le vote

Résumé
Dans ce chapitre, j'introduis les notions de la théorie du vote nécessaires

à la bonne lecture de la thèse. Je commence par présenter les moyens de représenta-
tion des préférences des votants, en dé�nissant les notions de préférences ordinales,
cardinales et dichotomiques. Puis, j'introduis les principales règles de vote à vainqueur
unique et à vainqueurs multiples, en portant une attention particulière aux règles de
votes basées sur le vote par approbation. Je mentionne ensuite la notion de départage
des ex aequo, puis je présente quelques propriétés axiomatiques. En�n, je présente
quatres thèmes abordés dans cette thèse, à savoir, la complexité de la détermination
d'un vainqueur, la manipulation, le problème des vainqueurs possibles et le vote sur
des domaines combinatoires.
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2.1. Préférences

Dans ce chapitre, je contextualise cette thèse en introduisant les notions essentielles
de la théorie du vote computationnel. D'autres notions seront introduites au cours des
chapitres lorsque cela sera nécessaire.

Rappelons que le choix social s'intéresse aux procédures d'agrégation de préférences
individuelles en une décision collective. Le vote est un moyen répandu pour e�ectuer cette
agrégation des préférences. Dans ce cadre, les membres du groupes sont appelés votants (ou
agents) et les objets sur lesquels portent leurs préférences sont appelés des candidats (ou al-
ternatives). La première question que l'on peut se poser est la question de la représentation
des préférences des individus.

2.1 Préférences

Le terme votant représente tout individu qui possède des préférences sur un ensemble
�ni de candidats. Tout au long de cette thèse, l'ensemble des votants est noté N =
{1, . . . , n} et l'ensemble des candidats est noté X = {x1, . . . , xm}. Remarquons que l'en-
semble des candidats peut être un ensemble d'individus ou un ensemble de choix ou d'ac-
tions mutuellement exclusifs. Les préférences des votants se rangent en trois catégories
principales : les préférences ordinales, les préférences dichotomiques et les préférences car-
dinales.

2.1.1 Préférences ordinales

L'hypothèse usuelle qui est faite en choix social est celle des préférences ordinales. On
suppose que les préférences d'un votant i sont données par une relation de préférence,
c'est-à-dire, une relation binaire et complète Ri ⊆ X × X. Pour une paire de candidats
(a, b) ∈ Ri, on notera aRib si a est préféré à b par le votant i. On dit qu'une relation
est complète lorsque chaque votant i est capable de comparer toutes paires de candidats :
pour tout (a, b) ∈ X, soit aRib ou bRia ou bien les deux lorsque le votant est indi�érent
entre a et b. De plus, on impose souvent à la relation de préférence d'être transitive et
antisymétrique. La transitivité est une hypothèse courante en économie et impose que
pour tout a, b, c ∈ X, tel que aRib et bRic, on ait aRic. L'antisymétrie qui est presque
aussi fréquente, impose que pour tout a, b ∈ X, si aRib alors non bRic, ce qui a pour
conséquence principale de ne pas autoriser l'indi�érence.
Un pro�l de préférences P = {P1, . . . , Pn} est alors un vecteur contenant une relation
de préférence par votant. De plus, si une relation de préférence est à la fois transitive et
antisymétrique nous parlons alors d'ordre de préférence ou, de façon similaire, de préférence
linéaire. Si un pro�l de préférences est composé d'ordres de préférence, on parle alors de
pro�l d'ordres.

Illustrons ces notions à l'aide d'un exemple.

Exemple 2.1. Considérons un ensemble de cinq votants {1, 2, 3, 4, 5}, un ensemble de trois
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2. Préliminaires sur le vote

candidats {x1, x2, x3}, et le pro�l de préférences P suivant :

P1 : x1 � x2 � x3
P2 : x1 � x3 � x2
P3 : x3 � x2 � x1
P4 : x3 � x1 � x2
P5 : x2 � x1 � x3

Les préférences du votant 1 exprime le fait qu'il préfère x1 à x2, qu'il préfère x2 à x3 et
donc x1 à x3 par transitivité.

2.1.2 Préférences cardinales

Remarquons que modéliser les préférences par une relation binaire, comme c'est le cas
pour les préférences ordinales, ne permet pas d'exprimer une intensité de préférence ou
encore de comparer le bien-être de deux votants. Ceci est réalisable naturellement avec
l'hypothèse de préférences cardinales. On suppose dans ce cas qu'un votant peut exprimer
la satisfaction que lui procure un candidat en le positionnant sur une échelle cardinale
prédé�nie, en général une échelle de scores. Les préférences d'un votant sont données par
un vecteur de score Pi de taillem, contenant un score par candidat. Un pro�l de préférences
P = {P1, . . . , Pn} est alors un ensemble de vecteurs de scores.

Exemple 2.2. Considérons un ensemble de cinq votants {1, 2, 3, 4, 5}, un ensemble de trois
candidats {x1, x2, x3} et une échelle de scores allant de 1 à 5. Le pro�l est le suivant :

P1 : (4, 2, 2)
P2 : (5, 1, 3)
P3 : (2, 3, 4)
P4 : (1, 1, 2)
P5 : (3, 3, 1)

Le votant 1 accorde quatre points au candidat x1 et deux points à chacun des candidats x2
et x3.

2.1.3 Préférences dichotomiques

Dans l'hypothèse de préférences dichotomiques, on suppose qu'un votant sépare l'en-
semble des candidats en deux sous-ensembles, l'ensemble des �bons� candidats (candidats
approuvés) et l'ensemble des �mauvais� candidats (candidats rejetés). Les votants sont in-
di�érents entre deux candidats du même sous-ensemble. Les préférences d'un votant i sont
donc exprimées par la donnée d'un des deux sous-ensembles de candidats. Un pro�l de
préférences dichotomiques, P , est alors un ensemble de sous-ensembles de candidats.
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2.2. Règles de vote à vainqueur unique

Exemple 2.3. Considérons un ensemble de cinq votants {1, 2, 3, 4, 5}, et un ensemble de
trois candidats {x1, x2, x3}. Le pro�l P est le suivant :

P1 : {x1, x2}
P2 : {x1}
P3 : {x2, x3}
P4 : {x1, x2, x3}
P5 : {x2}

Le votant 2 approuve uniquement le candidat x1 tandis que le votant 4 approuve tous les
candidats.

Pour des raisons pratiques, nous dé�nirons les préférences dichotomiques d'un votant
i à l'aide d'un vecteur binaire Pi ∈ {0, 1}m avec la signi�cation que la je coordonnée du
vecteur Pi est égale à 1 si le votant i approuve le candidat xj et 0 sinon. Un pro�l de
préférences P = {P1, . . . , Pn} est alors un vecteur contenant un vecteur binaire par votant.

Exemple 2.4. Considérons un ensemble de cinq votants {1, 2, 3, 4, 5}, un ensemble de trois
candidats {x1, x2, x3} et le même pro�l P que dans l'exemple précédant :

P1 : (110)
P2 : (100)
P3 : (011)
P4 : (111)
P5 : (010)

De même, le votant 2 approuve uniquement le candidat x1 tandis que le votant 4 approuve
tous les candidats.

En�n, remarquons que les préférences dichotomiques peuvent être considérées comme
un cas particulier des préférences ordinales incomplètes avec deux classes d'équivalence,
ou comme un cas particulier de préférences cardinales avec une échelle de scores à deux
niveaux.

2.2 Règles de vote à vainqueur unique

Une fois les préférences des votants exprimées, il est nécessaire de les agréger en un
choix commun, par l'utilisation de règles de vote. Un triplet E = (N,X,P ) composé d'un
ensemble de votants N , d'un ensemble de candidats X et d'un pro�l de préférences P ,
est appelé une élection. Commençons par faire la distinction entre les règles de vote à
vainqueur unique, dans lesquelles on élit un unique candidat, présentées en section 2.2, et
les règles de vote à vainqueurs multiples dans lesquelles on choisit un sous-ensemble de
candidats (appelé comité), présentées en section 2.3. Pour ces deux types de règles, nous
présenterons les principales familles de règles se fondant sur des préférences ordinales, puis
quelques exemples de règles se fondant sur des préférences cardinales, pour en�n présenter
plus en détail le vote par approbation.
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2.2.1 Règles fondées sur des préférences ordinales

2.2.1.a Règles de scores positionnelles

Un exemple de règle de vote répandue dans les élections politiques est la règle de
pluralité. Dans ce système, chaque votant accorde un point à son candidat préféré, c'est-à-
dire, rangé en premier dans son ordre de préférences. Le candidat élu est alors le candidat
qui a reçu le plus de points au total. Un autre exemple moins répandue est la règle de
veto, où chaque votant donne un point à tous les candidats sauf au candidat qu'il préfère
le moins. Le candidat ayant reçu le plus de points, c'est-à-dire, le candidat rangé le moins
de fois en dernier, est élu. Un troisième exemple de règle de vote est l'exemple de la règle
de Borda, déjà citée en introduction : chaque votant donne m − 1 points à son candidat
préféré, m− 2 points à son second candidat préféré, et ainsi de suite jusqu'à son candidat
le moins préféré qui ne reçoit aucun point. Le candidat élu est celui ayant reçu le plus de
points.
Ces trois règles de vote font partie d'une famille plus générale de règles que l'on nomme
règles de scores positionnelles. Une règle de score positionnelle peut être exprimée par un
vecteur de scores a = (a1, . . . , am), où les ai sont des nombres réels tels que a1 ≥ . . . ≥ am et
a1 > am. Chaque votant attribue a1 points à son candidat préféré, a2 points à son second
candidat préféré, et ainsi de suite jusqu'à attribuer am points à son candidat le moins
préféré. Finalement, le candidat élu est le candidat avec le plus de points. Les vecteurs de
scores des trois règles citées en exemple sont les suivants :

• Pluralité : a = (1, 0 . . . , 0).

• Veto : a = (1, 1 . . . , 1, 0).

• Borda : a = (m− 1,m− 2 . . . , 0).

2.2.1.b Règles Condorcet cohérentes

Le critère de Condorcet, énoncé au XV IIIe siècle par le philosophe éponyme, est un
critère majeur dans le choix d'une règle de vote. Nicolas de Condorcet proposa que le
vainqueur d'une élection soit le candidat qui gagne contre tous les autres lors d'un face à
face, appelé vainqueur de Condorcet. Ainsi, dans l'exemple 2.1, le candidat x1 est vainqueur
de Condorcet puisqu'il est préféré au candidat x2 et au candidat x3 par trois votants sur
cinq. Cependant, il existe des pro�ls de préférences dans lesquels il n'existe pas de vainqueur
de Condorcet, ce que l'on nomme le paradoxe de Condorcet.
Une règle de vote qui élit le vainqueur de Condorcet lorsqu'il existe sera dite Condorcet
cohérente. Donnons la dé�nition des règles Condorcet cohérentes les plus importantes :

Copelandα Pour toute paire de candidats (x, y), nous simulons une élection en face à face.
Le vainqueur de cette simulation est le candidat préféré à l'autre candidat par le plus
de votants. Un candidat se voit attribué 1 point pour chaque victoire en comparaison
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2.2. Règles de vote à vainqueur unique

par paire, α point lors d'une égalité (0 ≤ α ≤ 1) et 0 point sinon. La somme de ces
points est appelé le score de Copeland de ce candidat. Le vainqueur de l'élection est
alors le candidat maximisant le score de Copeland. On remarque qu'un vainqueur
de Condorcet possède un score de Copeland de m− 1 puisqu'il bat chaque candidat
en comparaison par paire. De plus, les autres candidats ont un score de Copeland
inférieur à m − 2 puisqu'ils sont au moins battu par le vainqueur de Condorcet. La
règle de Copeland est donc bien Condorcet cohérente.

Maximin (ou Simpson) Pour toute paire de candidats (x, y), dé�nissons le nombre sui-
vant : N(x, y) = |{i ∈ N : xRiy}|, qui représente le nombre de votants qui préfèrent x
à y. On dé�nit le score de maximin d'un candidat x par miny 6=xN(x, y). En d'autres
termes, ce score est le résultat de la plus mauvaise comparaison par paire de x. Le
vainqueur est alors le candidat qui maximise le score de maximin. Puisque qu'un vain-
queur de Condorcet possède un score supérieur à n/2, la règle maximin est Condorcet
cohérente.

Kemeny Dans cette méthode, un score est calculé pour chaque classement possible des
candidats. Ce score mesure la distance du classement au pro�l. Étant donné un clas-
sement, pour chaque paire de candidat (x, y) on compte le nombre de votants qui
ne sont pas d'accords avec la comparaison donnée par le classement. Le score de ce
classement est la somme du nombre de désaccords obtenus pour chaque paire de can-
didats. Le classement le plus populaire est celui qui possède le score le plus faible. Le
candidat en première position du classement le plus populaire est élu vainqueur. Un
candidat vainqueur de Condorcet, s'il existe, est nécessairement en première position
du classement le plus populaire, et la règle de Kemeny est donc Condorcet cohérente.

Dodgson La règle de Dodgson est une extension du principe de Condorcet, elle choisit le
candidat qui est le plus proche d'être un vainqueur de Condorcet. Le score de Dodgson
d'un candidat x est le nombre minimal d'échanges nécessaires entre deux candidats
adjacents dans un vote pour que ce candidat devienne vainqueur de Condorcet. Il est
évident que cette règle est Condorcet cohérente.

2.2.1.c Autres règles de vote

De nombreuses règles de vote ne se classent ni dans la première catégorie, ni dans la
seconde. Présentons-en quelques unes :

Scrutin à vote unique transférable (STV) STV est une règle qui a été utilisé dans
de nombreuses élections politiques et qui l'est toujours aujourd'hui pour certaines
élections locales dans plusieurs pays dont la Nouvelle-Zélande. Cette règle procède par
tour, au cours desquels les candidats sont éliminés au fur et à mesure. À chaque tour,
le score d'un candidat x est le nombre de votants qui préfèrent x à tous les candidats
restants. Le candidat avec le score le plus faible est alors éliminé de l'élection et
des votes, puis le tour suivant commence. Le candidat vainqueur est alors le dernier
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candidat restant ou, de façon équivalente, le premier candidat à obtenir un score
strictement supérieur à la majorité.

Pluralité à deux tours La pluralité à deux tours est une règle très populaire en poli-
tique, utilisée par exemple pour élire le président en France, au Portugal et dans
bien d'autres pays, aussi bien en Europe qu'en Amérique latine ou dans les pays
d'Afrique francophone. Ce système est similaire à STV mais ne met en jeu que deux
tours. Au premier tour, les deux candidats ayant été classés en premier par le plus
grand nombre de votants sont admis au second tour. Le second tour est alors un face
à face entre ces deux candidats.

2.2.2 Règles fondées sur des préférences cardinales

Les règles de vote avec préférences cardinales sont moins répandues, nous-en citerons
deux :

Vote par valeurs Le vote par valeurs est une méthode de vote où chaque votant évalue
chaque candidat à l'aide d'une échelle de scores prédé�nie, telle qu'une échelle allant
de 0 à 99 ou encore de 1 à 5. Le score total d'un candidat x est égal à la somme
des scores attribués à x par chaque votant. Le vainqueur est le candidat qui possède
le score total le plus élevé. Ces règles sont souvent utilisées dans les compétitions
sportives, par exemple en patin à glace, augmentées d'une élimination des scores
extrêmes pour limiter la surévaluation, et en surf.

Jugement majoritaire Dans le jugement majoritaire, les votants associent un grade (ou
jugement) à chaque candidat. Balinski et Laraki (2011), qui ont introduit cette mé-
thode, ont proposé une échelle à six niveaux, allant de �Excellent� à �Rejeté�. On
évalue alors le grade médian pour chaque candidat. Le candidat élu est le candidat
possédant le grade médian le plus élevé.

2.2.3 Vote par approbation

Dans cette section, nous présentons le vote par approbation qui est le �l conducteur de
cette thèse. En e�et, nous étudierons les liens du vote par approbation avec les règles de
vote à vainqueurs multiples dans le chapitre 3, avec le vote sur des domaines combinatoires
dans le chapitre 4 et en�n avec l'agrégation de préférences incomplètes dans le chapitre 5.
Le vote par approbation dans le cadre des élections à vainqueurs multiples sera présenté
dans la section 2.3.4.

Le vote par approbation est un système où chaque votant vote pour (�approuve�) le
nombre de candidats qu'il souhaite. Dans ce système, introduit par Brams et Fishburn
(1978), un votant est amené à se demander séparément pour chaque candidat s'il approuve
ou non ce dernier pour le poste visé. Ce système demande donc aux votants de fournir
des préférences dichotomiques en classant chaque candidat dans le groupe des candidats
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approuvés ou bien rejetés. Le vainqueur est alors le candidat qui a reçu le plus d'approba-
tion.
Le domaine du vote par approbation est un domaine important du choix social, qui a
engendré une centaine d'articles scienti�ques et un handbook (Laslier et Sanver, 2010).

Reprenons le pro�l de l'exemple 2.4, pour illustrer cette règle.

Exemple 2.5. Le pro�l d'approbations est le suivant :

P1 : (101)
P2 : (001)
P3 : (011)
P4 : (111)
P5 : (010)

Le nombre d'approbations du candidat x1, respectivement x2, x3, est 2, respectivement 3,
4. Le candidat élu est donc x3.

Ce système a été adopté comme système de vote par plusieurs associations telles que
�the Mathematical Association of America�, �the American Statistical Association� ou en-
core �the Institute of Electrical and Electronics Engineers�, abandonné depuis 2002 par
cette dernière.

Brams et Herschbach (2001) ont argumenté que le vote par approbation permet d'aug-
menter la participation des votants, de donner plus de poids aux partis mineurs et de
réduire les campagnes négatives contre les adversaires. Mais ces avantages sont contre-
balancés par le fait que le vote par approbation peut théoriquement élire un candidat qui
n'aurait aucun vote en sa faveur sous pluralité, ou encore ne pas élire un candidat qui
aurait une majorité de vote en sa faveur sous pluralité. Un autre avantage du vote par
approbation est le nombre élevé de votes entre lesquels un votant peut choisir. En e�et,
avec m candidats, un votant peut approuver ou rejeter chaque candidat, ce qui donne un
nombre total de 2m votes possibles. Cependant, dans le cadre d'une élection à vainqueur
unique, une abstention est équivalente à un vote pour tous les candidats. Ainsi le nombre
de choix est 2m − 1 en pratique. En comparaison, la pluralité n'autorise que m + 1 votes
di�érents.

Dans certaines situations, les votants ne sont autorisés qu'à approuver un nombre
limité de votants, k. On parle alors de k-approbation, ce qui ne correspond plus vraiment
au vote par approbation, dont la caractéristique principale est de permettre aux votants
d'approuver le nombre de candidats qu'ils souhaitent.

On remarquera que le vote par approbation ne permet pas aux votants de faire la
distinction entre un candidat désapprouvé et un candidat neutre ; ceci peut être réalisé par
des règles basées sur des domaines de votes à trois niveaux d'approbations, étudiées par
exemple dans Laruelle et Valenciano (2012) et Alcantud et Laruelle (2014).

En�n, on remarquera que le vote par approbation peut être vu comme une forme de vote
par valeurs réduit à deux valeurs, 0 et 1, comme une forme de vote par jugement majoritaire
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avec deux grades, �approuvé� et �rejeté�, ou encore comme extension plurinominale de
pluralité. De plus, le vote par k-approbation peut être considéré comme une règle de scores
positionnelle avec un vecteur de scores de la forme (1, 1, . . . , 1, 0, . . . , 0), contenant k fois
le score 1.

2.2.4 Départage des ex aequo

Il est évident que chacune des règles ci-dessus peut amener à une situation d'égalité
entre candidats, c'est-à-dire, une situation où il existe plusieurs candidats qui véri�ent le
critère de la règle pour être élu. Il est nécessaire de dé�nir à ce moment le caractère résolu
ou irrésolu d'une règle de vote :

Règles de vote irrésolues Les règles de votes irrésolues ou non déterministes, ou encore
correspondances de choix social, ont pour résultat un sous-ensemble de candidats
composé de l'ensemble des candidats vainqueurs ex aequo. En cas d'égalité, ces règles
ne tranchent pas en faveur d'un candidat spéci�que.

Règles de vote résolues Les règles de vote résolues ou déterministes, ou encore fonctions
de choix social, ont pour résultat un candidat unique. En cas d'égalité, un mécanisme
de départage des ex aequo est utilisé pour déterminer le vainqueur.

Dans la pratique, en particulier dans les élections politiques, il est nécessaire d'utiliser
des règles dites résolues. Une règle de vote résolue s'obtient par la composition d'une
règle irrésolue et d'un mécanisme de départage des ex aequo, noté T . Typiquement, a�n
de préserver l'anonymat des votants, le mécanisme de départage des ex aequo est une
règle de priorité sur l'ensemble des candidats. Ainsi, dans le cas où il existe plusieurs
candidats vainqueurs ex aequo, le candidat renvoyé par la règle résolue est le candidat le
plus prioritaire (suivant T ) parmi les candidats vainqueurs. Par exemple, en France, en cas
d'égalité entre deux députés aux élections législatives, le candidat le plus âgé est élu. La
règle de priorité dans ce cas-ci est donc l'ordre des naissances des candidats.

2.2.5 Propriétés axiomatiques

Comme nous l'avons précisé en section 2.1, les théoriciens du vote supposent générale-
ment que les préférences des votants sont ordinales. Avec cette hypothèse, il devient di�cile
de mesurer à quel point un candidat est bon pour un ensemble de votants. Dès lors, il est
tout aussi di�cile d'évaluer les performances d'une règle de vote de façon objective. Pour
surmonter cette di�culté, de nombreuses propriétés, ou axiomes, jugées désirables dans le
cadre d'un système de vote démocratique, ont été proposées. Des résultats d'impossibilités,
comme celui d'Arrow (1951) et celui de Gibbard (1973) et Satterthwaite (1975), énoncent
qu'il n'existe pas de règle de vote qui satisfasse un petit ensemble de propriétés essentielles.
Ainsi, chaque règle de vote ne parvient pas à satisfaire au moins un de ces critères. Cela
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signi�e qu'il est nécessaire de faire un compromis lors du choix la règle à appliquer en
fonction du contexte de décision dans lequel on se trouve. Présentons quelques une de ces
propriétés, énoncées pour une règle r résolue à vainqueur unique. Nous noterons r(P ) la
solution renvoyée par une règle r, étant donné un pro�l de préférences P .

Anonymat r est anonyme si une permutation des votants ne perturbe pas le résultat.

Neutralité r est neutre si une permutation des candidats dans les préférences induit une
permutation similaire du résultat.

Non imposition r est dite non imposée si pour tout ensemble de candidats X et pour
tout candidat x ∈ X, il existe un pro�l P tel que r(P ) = x.

Unanimité r véri�e l'unanimité si lorsque tous les votants possèdent le même candidat
préféré, x, alors r(P ) = x.

Consistance r est consistante si lorsqu'il existe deux pro�ls di�érents P1 et P2, tels que
r(P1) = r(P2), alors r(P1 ∪ P2) = r(P1) = r(P2).

Homogénéité r est homogène si pour tout pro�l P et tout entier naturel n, non nul,
r(nP ) = r(P ), où nP représente le pro�l constitué de n copies de P .

E�cacité de Pareto r est e�cace au sens de Pareto, si pour tout pro�l P , il n'existe
pas de candidat x qui soit préféré à r(P ) par chaque votant.

Monotonie r est monotone si pour tout pro�l P et tout pro�l P ′ obtenu à partir de P
en améliorant seulement le classement de r(P ), on a r(P ′) = r(P ).

Critère de Condorcet r véri�e le critère de Condorcet si lorsqu'il existe un vainqueur
de Condorcet dans un pro�l P , r(P ) est ce vainqueur de Condorcet.

2.3 Règles de vote à vainqueurs multiples

Les démocraties indirectes modernes ont souvent recours aux règles de vote à vainqueurs
multiples pour l'élection de représentants. Une règle de vote à vainqueurs multiples a pour
objectif de choisir le sous-ensemble de candidats, de taille �xée ou non, qui re�ète au mieux
les préférences des votants. Bien qu'il soit possible d'étendre de façon naturelle les règles à
vainqueur unique au cas où plusieurs candidats sont élus, les règles obtenues ne répondent
en général pas aux besoins spéci�ques du vote à vainqueurs multiples. En particulier, la
notion essentielle de représentation proportionnelle n'est jamais capturée par l'extension
d'une règle à vainqueur unique. La représentation proportionnelle requiert intuitivement
qu'un groupe homogène de taille t de l'électorat soit représenté par un groupe de candidats
élus de taille proportionnelle à t.

27



2. Préliminaires sur le vote

Nous supposons toujours dans cette section que les votants possèdent des préférences
sur l'ensemble des candidats. Le résultat d'une élection à vainqueurs multiples est un sous-
ensemble non-vide de candidats, noté comité. La plupart des règles présentées ici utilisent
les préférences sur les candidats pour choisir un comité vainqueur, ce qui fait de l'élection
à vainqueurs multiples un cas à part au sein du vote sur des domaines combinatoires,
présenté plus généralement en section 2.7.

En général, il est fait l'hypothèse que la taille du comité est �xée à l'avance, nous
noterons k cette taille ; cela est souvent le cas en pratique où l'on connaît à l'avance le
nombre de sièges à pourvoir dans une assemblée ou un comité. Cependant il existe des
situations où le nombre de candidats vainqueurs n'est pas connu à l'avance, par exemple
lors du choix des nouveaux membres du �Hall of fame� de la ligue de baseball américaine.
Par ailleurs, il existe un lien entre l'élection d'un comité et la tenue d'un référendum mul-
tiple. Dans ces deux situations, une décision collective doit être prise concernant plusieurs
propositions binaires qui peuvent être intercorrélées : il s'agit de choisir collectivement un
vecteur de valeurs binaires, correspondant dans un cas à un comité, dans l'autre cas à un
ensemble de propositions adoptées. On trouvera une discussion sur les relations entre ces
deux problématiques par Lang et Xia (2016).

Tout d'abord, nous présenterons les systèmes de vote non proportionnels. Puis nous
discuterons des deux principaux systèmes de vote proportionnels, à savoir le système par
liste et les méthodes de Monroe et de Chamberlin-Courant, dites de �représentation pro-
portionnelle complète�, qui correspondent à deux dé�nitions totalement di�érentes de la
représentation proportionnelle. Ensuite, nous présenterons le vote par approbation à vain-
queurs multiples de façon détaillée. En�n, nous mentionnerons le départage des ex aequo et
quelques propriétés axiomatiques adaptées au contexte des élections à vainqueurs multiples.

2.3.1 Systèmes de vote non proportionnel

Certains systèmes de vote à vainqueur multiples ne cherchent pas à garantir une repré-
sentation proportionnelle de l'électorat, mais atteignent un certain niveau de représentation
des groupes non majoritaires.

Scrutin à vote unique transférable (STV) Aussi connu sous le nom de PR-STV ou
encore Hare-Clark, cette règle est utilisée pour les élections à vainqueurs multiples,
lorsque la taille du comité à élire est �xée. Par exemple, elle est utilisée pour élire
le comité de la ville de Cambridge. De plus cette règle reçoit l'appui de nombreux
groupes qui militent pour généraliser son utilisation dans les pays anglo-saxons. Cette
règle procède par tour, au cours desquels les candidats sont élus ou éliminés au fur
et à mesure. À chaque tour, le score d'un candidat x est le nombre de votants qui
préfèrent x à tous les candidats restants. Si un candidat atteint le seuil �xé, ou quota,
il est élu, et le candidat avec le score le plus faible est alors éliminé. La procédure
s'arrête lorsque la taille �xée du comité est atteinte.

Scrutin à vote unique non transférable (SNTV) Ce mode de scrutin peut être vu

28



2.3. Règles de vote à vainqueurs multiples

comme une extension de pluralité aux élections à vainqueurs multiples. Les votants
attribuent un point à leur candidat préféré et les candidats élus sont les k candidats
avec le plus de points.

Vote cumulatif Le vote cumulatif permet aux votants de distribuer librement un total
de α points entre 1 à α candidats. De même, les candidats élus sont les k candidats
avec le plus de points. Ce mode de scrutin est généralement utilisé dans les comités
d'entreprises bien qu'il fût aussi adopté dans l'Illinois pour élire la chambre des
représentants entre 1870 et 1980.

Citons en�n le scrutin majoritaire plurinominal ou Bloc voting qui est le mode de
scrutin non-proportionnel le plus utilisé dans les élections à vainqueurs multiples. Il est
équivalent au système de panachage en vigueur dans les élections municipales françaises
pour les villes de moins de 1000 habitants. Dans ce système, les votants peuvent choisir
jusqu'à k candidats, si k sièges sont à pourvoir. Les candidats élus sont les candidats ayant
reçu le plus voix. Cette règle n'a pas pour objectif la représentation proportionnelle mais
plutôt d'assurer la majorité des sièges au parti majoritaire.

2.3.2 Systèmes de vote proportionnel par liste

Le système de vote par liste est une famille de mécanismes de vote ayant pour objectif
principal la représentation proportionnelle de l'électorat. Dans ce système, les partis pré-
sentent des listes de candidats et reçoivent un nombre de places proportionnel au nombre
de votes reçus. En fonction des systèmes, les votants peuvent voter pour une liste, ou bien
directement pour un parti, ou encore pour un candidat, dont le vote sera ajouté au total
de son parti.

L'ordre par lequel les candidats d'un parti se voient attribuer un siège peut être dé�ni
par une méthode interne au parti (liste fermée), l'ordre est alors en général indiqué sur la
liste ; ou bien déterminé par les votants (liste ouverte), qui votent alors pour les candidats.
Le système de vote mixte utilise le système de liste pour une partie des sièges, tandis que
l'autre partie est complétée par les vainqueurs d'élections locales.

Il existe de nombreuses méthodes pour allouer les sièges dans le vote proportionnel par
liste, qui se divisent en deux catégories : celle du plus grand reste et celle de la plus haute
moyenne.

Le plus grand reste Dans cette catégorie, le nombre de votes reçus par chaque parti est
divisé par un quota représentant le nombre de votes nécessaires pour obtenir un siège.
En général, ce quota est égal au nombre total de vote divisé par le nombre total de
sièges. Le résultat pour chaque parti est un nombre fractionnaire. Dans un premier
temps, chaque parti reçoit d'abord un nombre de sièges égal à la partie entière de
ce nombre. Dans un second temps, les sièges vacants sont attribués un par un aux
partis, en suivant l'ordre décroissant des restes. Il existe deux choix principaux pour
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le quota. Notons TV le nombre total de votes et TS le nombre total sièges. Le quota
de Hare est égal à TV

TS , utilisé dans la méthode d'Hamilton, et le quota de Droop est
égal à b1 + TV

1+TS c. Le quota de Hare est légèrement plus favorable aux petits partis,
tandis que le quota de Droop favorise les partis plus populaires.

La plus haute moyenne Dans cette méthode, le nombre de votes reçus par un parti est
divisé successivement par une série de diviseurs. On obtient pour chaque parti un
ensemble de quotients. Le parti possédant le plus grand quotient obtient un siège,
puis le parti (qui peut être le même que le premier) possédant le second quotient
le plus élevé obtient un siège, et ainsi de suite jusqu'à ce que tous les sièges soient
attribués. Les di�érentes implémentations de cette méthode varient par le choix de la
série de diviseurs. La plus utilisée est la méthode de D'Hondt dont la série de diviseurs
est 1, 2, 3, 4, et ainsi de suite. Cette méthode a tendance à favoriser légèrement les
partis populaires. La méthode de Sainte-Laguë dont la série de diviseurs est 1, 3, 5,
7 et ainsi de suite, ne favorise pas les partis populaires et peut ainsi être considérée
comme plus proportionnelle.

Ces méthodes n'impliquent pas de problèmes computationnels signi�catifs. Nous ne les
aborderons pas de nouveau dans cette thèse.

2.3.3 Monroe et Chamberlin-Courant

Á la �n du XXe siècle, deux méthodes de vote ont été proposées par Monroe et par
Chamberlin et Courant dans le but de garantir un niveau de représentation élevé. Il ne
s'agit pas ici de représentation proportionnelle comme pour les systèmes par liste. Dans
ces deux méthodes, on associe à chaque couple votant-candidat un score de représentation.
Le but de ces règles est d'élire un comité qui maximise la représentation de chaque votant,
tout en garantissant un niveau élevé de représentation globale.

Chamberlin-Courant Proposée par Chamberlin et Courant (1983), cette méthode s'as-
sure que chaque votant soit représenté au mieux, tout en veillant à obtenir une repré-
sentation globale élevée. Pour un couple votant-candidat, on suppose qu'une valeur
d'insatisfaction, µix, est connue. Cette valeur évalue l'insatisfaction du votant i à être
représenté par le candidat x. Étant donné un ensemble S de k candidats, l'insatisfac-
tion du votant i, notée µiS , est égale à l'insatisfaction associée au meilleur candidat
de S pour i. L'insatisfaction totale engendrée par l'élection du sous-ensemble S est
donc

∑
i∈N µiS . Le sous-ensemble élu est celui qui minimise l'insatisfaction totale. Le

nombre de votants assignés à chaque candidat est arbitraire. La proportionnalité est
assurée en donnant à un candidat (ou un parti) un poids dans le comité élu (ou un
nombre de sièges dans l'assemblée) proportionnel au nombre de votants qu'il repré-
sente. Par ce biais, Chamberlin-Courant est considérée comme une version simpli�ée
de la méthode de Monroe, dé�nie ci-dessous.
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Monroe Cette règle, proche de la précédente, a été proposée par Monroe (1995). De
même, pour un couple votant-candidat, on suppose qu'une valeur d'insatisfaction,
µix, est connue. Cette valeur évalue l'insatisfaction du votant i à être représenté par
le candidat x. Étant donné un ensemble S de k candidats, on note fS une fonction qui
assigne les votants aux candidats de S (fS : N 7→ S). Si le sous-ensemble de candidats
S est élu, l'insatisfaction du votant i est dé�nie par µifS(i). L'insatisfaction totale
engendrée par l'élection du sous-ensemble S est donc

∑
i∈N µifS(i). Le sous-ensemble

élu est celui qui minimise l'insatisfaction totale. De plus, particularité du système
de Monroe, la fonction f doit être équilibrée. Cela signi�e que chaque candidat doit
représenter le même nombre de votants, soit bnk c votants, à une unité près.

Il existe di�érentes possibilités pour mesurer l'insatisfaction comme l'opposé du score
de Borda, c'est-à-dire (rix−m) où m est le nombre de candidats et rix le rang du candidat
x dans le vote de i, ou encore le score d'approbation, égal à 1 si le votant approuve le
candidat, 0 sinon.

Bien que séduisantes sur le plan de la représentation proportionnelle, ces deux règles
ont été montrées di�ciles à calculer, c'est-à-dire, que déterminer le comité vainqueur d'une
élection peut être signi�cativement long. De même, des variantes de ces méthodes, propo-
sées par Betzler et al. (2013), sont di�ciles à calculer.

2.3.4 Vote par approbation

Dans cette section, nous présentons le vote par approbation dans le contexte des élec-
tions à vainqueurs multiples. Ce thème est le sujet central du chapitre 3 et du chapitre 4,
et sera étudié dans le cadre l'agrégation de préférences incomplètes dans le chapitre 5.

Le vote par approbation est un système où chaque votant approuve le nombre de
candidats qu'il souhaite. Dans ce système, introduit par Kilgour et al. (2006) dans le
contexte des élections à vainqueurs multiples, un votant est amené à fournir des préférences
dichotomiques en classant chaque candidat dans le groupe des candidats approuvés ou bien
rejetés. Ces préférences sur les candidats peuvent être étendues pour obtenir des préférences
sur les comités comme nous le verrons en section 2.5.

En vote par approbation en vainqueur unique, il existe une unique façon de choisir le
vainqueur. Ce n'est plus le cas lorsque l'on étend le vote par approbation aux élections à
vainqueurs multiples. Les procédures utilisant le vote par approbation pour l'élection de
comités se structurent en trois classes.

2.3.4.a Procédures de score

Dans cette classe de procédures, on associe à chaque comité un score, et le comité avec
le plus grand score est déclaré vainqueur. Il existe de nombreuses manières de calculer
le score mais chacune d'entre elles mesure la proximité d'un comité au pro�l. Dans cette
catégorie, nous trouvons les procédures suivantes :
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Approbation simple Dans l'approbation simple, le score d'un comité S, noté AV (S),
est égal à

∑
i∈N |vi∩S|, c'est-à-dire que l'on dé�nit la similarité entre S et P comme

le nombre de candidats de S approuvés par les votants de P . Cette procédure est une
extension naturelle du vote par approbation à vainqueur unique. De plus, ce score
est additif, c'est-à-dire que le score d'un comité est égal à la somme des scores des
candidats qui le composent (vus comme des comités singletons) ; le vainqueur est
donc facile à calculer. Cependant, cette procédure a tendance à élire des comités de
grande taille.

Approbation nette Cette procédure, très proche de l'approbation simple, a été proposée
dans le but de corriger la tendance de cette dernière à élire des comités de grande
taille. La similarité entre un comité S et un vote vi est dé�nie comme le nombre de
candidats de S approuvés par i moins le nombre de candidats de S que i n'approuve
pas. La similarité totale pour S, noté NAV (S), est alors égale

∑
i∈N |vi∩S|−|vci ∩S|,

où vci désigne le vote complémentaire de vi. De même que l'approbation simple,
cette règle est additive et demande donc peut d'e�ort de calcul pour déterminer le
vainqueur.

Satisfaction Proposée par Brams et Kilgour (2014), cette méthode varie par rapport aux
deux premières par sa dé�nition de la similarité entre un vote et un comité. Pour
tout couple votant-comité, on calcule un score de satisfaction, SAV (S, i) = |vi∩S|

|vi| . Ce
score représente la fraction de candidats approuvés par le votant i qui sont présents
dans le comité S. Le score d'un comité est dé�ni par SAV (S) =

∑
i∈N

|vi∩S|
|vi| . Le

comité élu est le comité maximisant le score de satisfaction. De plus, puisque le score
de satisfaction est additif, il est facile de calculer le comité vainqueur. Selon Brams et
Kilgour, cette procédure aurait tendance à encourager le �bullet voting�, c'est-à-dire
le vote pour un candidat unique. De plus, dans le cas où la taille du comité n'est pas
�xée, elle favorise l'élection de comités de grande taille.

Satisfaction nette De manière similaire à l'approbation nette, le but de cette méthode
est de corriger la tendance de la procédure par satisfaction à élire des comités
de grande taille. Le score est dé�ni par NSAV (S) = SAV +(S) − SAV −(S), où

SAV +(S) =
∑

i∈N
|vi∩S|
|vi| et SAV −(S) =

∑
i∈N

|vci∩S|
|vci |

. De même, le score NSAV (s)

est additif, le comité vainqueur est donc facile à calculer.

Approbation proportionnelle Le but de ce système, proposé par Simmons (2001), est
de répondre au besoin de proportionnalité des élections à vainqueurs multiples, qui
n'est pas pris en compte par les méthodes précédentes. Dans cette méthode, le score
d'un comité est dé�ni par PAV (S) =

∑
i∈N r(|vi ∩ S|), où r(k) = 1 + 1/2 + 1/3 +

. . . + 1/k. Ainsi, la satisfaction gagnée par un votant grâce à l'ajout d'un candidat
qu'il approuve dans le comité décroît à chaque candidat ajouté. Cependant le calcul
du comité vainqueur a été démontré NP-di�cile par Aziz et al. (2015). De plus, cette
procédure possède une tendance à élire des comités de grande taille. Il est possible de
dé�nir l'approbation proportionnel nette, de façon similaire à la satisfaction nette.
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2.3. Règles de vote à vainqueurs multiples

Approbation proportionnelle séquentielle Cette procédure, proposée par Thorvald
Thiele à la �n du XIXe siècle, est seulement applicable dans le cas où la taille du
comité est �xée. Les candidats sont élus de façon séquentielle. Initialement, la valeur
de l'approbation d'un votant est �xée à 1. À chaque tour, le candidat non élu qui
possède le plus grand score d'approbation est élu. Puis, on �xe la nouvelle valeur
de l'approbation de chaque votant i à 1

(1+k) où k désigne le nombre de candidats
approuvés par i et qui sont déjà élus. Ainsi de suite, jusqu'à ce que le nombre désiré
de candidats soit élu.

Illustrons ces règles à l'aide d'un exemple.

Exemple 2.6. Considérons cinq votants, trois candidats et le pro�l d'approbations suivant :

P1 : (101)
P2 : (001)
P3 : (011)
P4 : (111)
P5 : (010)

Pour chaque comité S, nous calculons les scores AV (S), NAV (S), SAV (S), NSAV (S)
et PAV (S).

S AV (S) NAV (S) SAV (S) NSAV (S) PAV (S)

(000) 0 0 0 0 0
(001) 4 3 7/3 11/6 4
(010) 3 1 11/6 1/3 3
(011) 7 4 25/6 13/6 6
(100) 2 −1 2/3 −4/3 2
(101) 6 2 19/6 5/3 5
(110) 3 −2 5/2 −1 9/2
(111) 9 3 29/6 2/3 41/6

Détaillons le calcul des scores du comité (101).

AV (101) = 2 + 1 + 1 + 2 + 0

NAV (101) = (2− 0) + (1− 1) + (1− 1) + (2− 0) + (0− 2)

SAV (101) = 1 + 1 + 1/2 + 2/3 + 0

NSAV (101) = (1− 0) + (1− 1/2) + (1/2− 1) + (2/3− 0) + (0− 1)

PAV (101) = 3/2 + 1 + 1 + 3/2 + 0

Ainsi, le comité vainqueur de la règle de l'approbation simple est (111) tandis que celui de
l'approbation nette est (011). De même le comité vainqueur de la règle de satisfaction est
(111) tandis que celui de la règle de satisfaction nette est (011). En�n le comité vainqueur
de l'approbation proportionnelle est (111).
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2.3.4.b Procédures à seuil

Cette classe de procédures a été proposée par Fishburn et Pekec (2004). On considère
dans cette classe qu'un comité représente un votant i s'il contient assez de candidats
approuvés par i, sinon il ne le représente pas. Le comité vainqueur est celui qui représente
le plus de votants. Le score de représentation est donc un score binaire, il ne permet pas
de mesurer à quel point un votant est représenté par un comité.

Les procédures de cette classe se dé�nissent de la manière suivante. On dé�nit une
fonction de seuil t : 2X → R+, qui associe à chaque comité S, un réel t(S). Étant donné un
comité S, on considère que S représente un votant i si S contient au moins t(S) candidats
approuvés par i. La règle d'approbation fondée sur la fonction de seuil t est la règle qui ren-
voie un comité maximisant le nombre de votants qu'il représente, c'est-à-dire, maximisant
|{i : |vi ∩ S| ≥ t(S)}|.

Pour qu'une règle d'approbation fondée sur une fonction de seuil t soit neutre, il est
nécessaire que t soit cardinal, ce qui signi�e que t(S) ne doit dépendre que de la taille de
S. Remarquons que la condition pour que S soit représentatif ne dépend que de S et est
donc la même pour chaque votant.

Donnons quelques exemples de cette famille de règles :

Règle à seuil constant Dans ce cas, t est une constante. Ce choix peut convenir à l'élec-
tion d'un comité de taille �xée.

Règle à seuil croissant Deux exemples évidents de seuils croissants sont le seuil majo-
ritaire t(S) = |S|

2 et le seuil majoritaire strict t(S) = |S|+1
2 .

D'après Kilgour (2010), les règles à seuil sont NP-di�ciles à calculer, mais demandent
en général un temps de calcul raisonnable si le nombre de candidats est petit.

Considérons un exemple a�n d'illustrer la catégorie des règles à seuil.

Exemple 2.7. Considérons cinq votants et trois candidats. Le pro�l d'approbations est le
même que dans l'exemple précédent :

P1 : (101)
P2 : (001)
P3 : (011)
P4 : (111)
P5 : (010)

Nous considérons la règle à seuil constant égal à 2 et la règle à seuil majoritaire. Pour
chaque comité S, nous calculons le nombre de votants qu'il représente avec les deux règles
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considérées, noté S2 et Smaj.
S S2 Smaj

(000) 0 0
(001) 0 4
(010) 0 3
(011) 2 4
(100) 0 2
(101) 2 4
(110) 1 3
(111) 3 3

Ainsi, le comité vainqueur de la règle à seuil constant est (111) tandis qu'il existe trois
comités ex aequo pour la règle à seuil majoritaire, qui sont (001), (011) et (101).

2.3.4.c Procédures de centralisation

Cette dernière classe de procédures, que nous retrouverons dans le chapitre 3, a été
proposée par Brams et al. (2007b). Elle se fonde sur la remarque que tout sous-ensemble
de candidats peut être représenté sous la forme d'un vecteur binaire de taillem, en tant que
vecteur de l'hypercube de X. On dé�nit la distance entre deux sous-ensembles de candidats
S et T comme étant égale à la distance de Hamming : dH(S, T ) = |(S ∩ T̄ ) ∪ (S̄ ∩ T )|. En
d'autres termes, la distance de Hamming entre S et T représente le nombre de candidats qui
se trouvent dans l'un des ensembles mais pas dans l'autre. Les méthodes de centralisation
cherchent à déterminer quel est le comité le plus proche de l'ensemble des votes. Présentons
les deux règles principales de cette classe et leurs variantes :

Minisum Dans cette méthode, introduite par Brams et al. (2007b), on mesure la distance
d'un comité à un pro�l par la somme des distances de Hamming de ce comité à chacun
des votes du pro�l. Le comité vainqueur est le comité minimisant cette somme. Cette
méthode est en fait équivalente à la première procédure de scores citée, l'approbation
simple. Celle-ci consiste à choisir les candidats selon leurs scores d'approbation. Le
score d'approbation d'un candidat est égal au nombre de votants qui approuvent ce
candidat. Dans le cas où le comité doit être de taille k, les candidats avec les k plus
grands scores d'approbations sont élus. Dans le cas où il n'existe pas de contrainte
sur la taille du comité, les candidats approuvés par une majorité de votants sont
élus. Il est donc simple de déterminer le comité vainqueur de cette règle. Cependant,
cette procédure ne prend pas en compte des notions comme la proportionnalité. De
plus, comme il est montré par Brams et al. (2007a), elle peut être extrêmement
injuste envers certains votants. En e�et, avec un électorat composé de deux groupes
aux opinions totalement opposées, cette méthode choisit le comité du groupe le plus
nombreux.

Minimax Pour corriger les défauts de minisum, Brams et al. (2007a) dé�nissent minimax.
Cette procédure calcule la distance d'un comité à un pro�l par le maximum des
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distances de Hamming de ce comité aux votes du pro�l. Le comité vainqueur de
cette procédure est celui qui minimise cette distance, c'est-à-dire, celui qui minimise
le maximum de la distance de Hamming à l'ensemble des votes. La règle minimax est
par dé�nition plus équitable (au sens rawlsien du terme, c'est-à-dire plus égalitaire)
que la méthode habituelle, puisqu'elle minimise le désaccord avec le votant le moins
satisfait. Mais cela entraîne une forte sensibilité aux votants extrêmes que l'on peut
illustrer avec l'exemple suivant. Imaginons un pro�l de 100 votants où 99 votants sont
d'accord sur le comité à élire et le dernier votant vote pour un comité totalement
di�érent. Minimax choisira un comité qui se trouve à égale distance (au sens de la
distance de Hamming) entre ces deux comités et accorde ainsi le même poids aux 99
votants qu'au votant extrême. De plus, il est di�cile de calculer un vainqueur pour
cette procédure.

Minisum et minimax pondérées Kilgour et al. (2006) ont proposé des variantes de
ces procédures en pondérant les votes, pour les rendre moins sensibles aux votes
extrêmes. Étant donné un vote, on lui associe un poids, par exemple le nombre de
votants ayant choisi ce vote. Pour minisum pondérée, le score d'un comité est alors
égal à la somme pondérée des distances de Hamming des votes au comité ; le comité
élu est celui qui minimise ce score. Pour minimax pondérée, le score d'un comité
est égal au maximum des distances de Hamming pondérées des votes au comité ; de
même le comité élu est le comité minimisant ce score.

Considérons un exemple a�n d'illustrer ces deux règles.

Exemple 2.8. Nous considérons cinq votants et trois candidats. Le pro�l d'approbations
est le suivant :

P1 : (101)
P2 : (001)
P3 : (011)
P4 : (111)
P5 : (010)

Le tableau suivant résume les distances de Hamming, le score minisum et le score mi-
nimax de l'ensemble des comités.

dH(c, vi) 1 2 3 4 5 sum max

000 2 1 2 3 1 9 3
001 1 0 1 2 2 6 2
010 3 2 1 2 0 8 3
011 2 1 0 1 1 5 2
100 1 2 3 2 2 10 3
101 0 1 2 1 3 7 3
110 2 3 2 1 2 10 3
111 1 2 1 0 2 7 2

Le comité vainqueur pour minisum est (011), tandis que les comités ex aequo pour minimax
sont (001), (011) et (111).
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Dans le chapitre 3, nous généraliserons ces deux règles en proposant une famille générale
de règles de vote à vainqueurs multiples fondées sur le vote par approbation.
Remarquons en�n que l'équivalence, mentionnée en section 2.2.3, entre n'approuver aucun
candidat et approuver tous les candidats existe toujours pour la règle minisum si la taille
du comité est �xée. Cependant cette équivalence n'est plus vraie pour la règle minimax, ni
pour la règle minisum si la taille du comité n'est pas �xée.

2.3.5 Départage des ex aequo

De même qu'en section 2.2, il peut exister des situations d'égalité entre comités. De
façon similaire, nous dé�nissons les règles à vainqueurs multiples irrésolues et résolues.
Les premières renvoient un ensemble de comités ex aequo, les secondes renvoient le comité
vainqueur de l'élection. On peut obtenir une règle résolue en adjoignant un mécanisme de
départage des ex aequo à une règle irrésolue. Le mécanisme de départage est généralement
un ordre de priorité sur les comités, a�n conserver l'anonymat de la règle initiale. De plus,
il est possible de maintenir la neutralité par rapport aux candidats à l'aide d'un mécanisme
fondé sur la cardinalité des comités ex aequo.

2.3.6 Propriétés axiomatiques

Certaines des propriétés étudiées en section 2.2.5 s'étendent naturellement aux élections
à vainqueurs multiples, comme l'anonymat ou la neutralité. Citons quelques exemples de ce
type de propriétés provenant de Elkind et al. (2014), énoncés pour l'élection d'un nombre
�xé de candidats, k, à l'aide d'une règle r irrésolue :

Non imposition r est dite non imposée si pour tout ensemble de candidats X, pour tout
entier k et pour tout comité S ⊆ X, il existe un pro�l P tel que r(P ) = S.

Unanimité r véri�e l'unanimité si pour tout entier k et pour pro�l P , si chaque votant
possède le même ensemble S de k candidats préférés, alors (1) S = r(P, k) (unanimité
forte) ou (2) S ∈ r(P, k) (unanimité faible).

Consistance r est consistante si pour tout entier k et pour toute paire de pro�ls P1, P2

telle que r(P1, k) ∩ r(P2, k) 6= ∅, alors r(P1 ∪ P2, k) = r(P1, k) ∩ r(P2, k).

Homogénéité r est homogène si pour tout couple d'entiers (k, n) non nuls et pour tout
pro�l P , r(nP, k) = r(P, k), où nP représente le pro�l constitué de n copies de P .

Monotonie au niveau des candidats r est dite monotone au niveau des candidats si
pour tout pro�l P , pour tout candidat x et tout entier k, si x ∈ S tel que S ∈ r(P ),
alors pour tout pro�l P ′ obtenu en améliorant le classement de x d'une place dans
un vote v ∈ P , on a x ∈ S′ tel que S′ ∈ r(P ′).
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Les enjeux liés aux règles à vainqueurs multiples ne sont pas les mêmes que ceux liés aux
règles à vainqueur unique. Des propriétés spéci�ques aux règles à vainqueurs multiples ont
été proposées pour capturer ces enjeux. Par exemple, la propriété de monotonie au niveau
des comités s'intéresse au changement de taille des comités. Intuitivement, elle requiert
que lorsque la taille du comité est augmentée, aucun candidat élu précédemment ne soit
éliminé.

Monotonie au niveau des comités r est dite monotone pour les comités si pour tout
pro�l P , on a : (1) pour tout k, si S ∈ r(P, k) alors il existe S′ ∈ r(P, k + 1) tel que
S ⊆ S′ ; (2) pour tout k, si S ∈ r(P, k+ 1) alors il existe S′ ∈ r(P, k) tel que S′ ⊆ S.

Certaines de ces propriétés sont spéci�ques aux méthodes de vote basées sur des pré-
férences ordinales, comme la monotonie au niveau des candidats. Dans le chapitre 4, nous
adapterons en partie ces propriétés pour le vote par approbation.

2.4 Complexité de calcul des règles de vote

Nous supposons connues quelques notions courantes de la théorie de la complexité (en
particulier les classes de complexité en temps comme NP et la hiérarchie polynomiale).

Les théoriciens classiques du vote ne se sont pas intéressés aux problèmes algorith-
miques de la détermination d'un vainqueur. Il est vrai qu'une grande partie des règles de
vote usuelles se calculent en temps polynomial. C'est seulement lorsque la règle de Kemeny
a été démontrée di�cile à calculer que ce problème est devenu critique. En e�et, personne
ne peut accepter une règle de vote qui nécessite des années de calcul pour déterminer le
vainqueur.
La règle de Kemeny est la première règle d'agrégation dont on a montré la di�culté de
calcul. Elle a été dé�nie par Kemeny (1959) puis axiomatisée par Young et Levenglick
(1978), avant d'être démontrée di�cile à calculer par Bartholdi III et al. (1989a), et indé-
pendamment par Hudry (1989). Le calcul d'un vainqueur pour cette règle a été démontré
Θp

2-complet par Rothe et al. (2003). Á la suite de ce résultat, des heuristiques ont été
proposées par Davenport et Kalagnanam (2004) et Conitzer et al. (2006) pour calculer le
résultat exact d'une élection sous la règle de Kemeny, et Ailon et al. (2008) ont conçu un
algorithme d'approximation.

Depuis, de nombreuses règles de vote ont été montrées di�ciles à calculer, comme la
règle proposée par Charles Dodgson au courant du XIXe, montrée di�cile à calculer par
Bartholdi III et al. (1989a). Une caractérisation exacte de la complexité de ce problème
par Hemaspaandra et al. (1997) montre qu'il est complet pour la classe Θp

2. Puis Rothe
et al. (2003) ont montré que le problème de détermination d'un vainqueur pour la règle
de Young (1977) est de même complet pour Θp

2. Comme cela est souvent le cas pour les
problèmes di�ciles, on a tenté de trouver des approximations polynomiales, avec réussite
pour la règle de Dodgson, tandis que la règle de Young a été démontrée inapproximable,
deux résultats par Procaccia et al. (2007).
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Dans le cadre des élections à vainqueurs multiples, deux exemples de règles di�ciles à
calculer sont les règles de Monroe (1995) et de Chamberlin et Courant (1983). Ces deux
règles ont été montrées NP-di�ciles par Procaccia et al. (2008b), mais remarquons qu'elles
deviennent faciles lorsque le nombre de candidats à élire est constant. Plus récemment,
Betzler et al. (2013) ont montré que deux variantes intuitives de Monroe et de Chamberlin
et Courant sont aussi NP-di�ciles.

Le vote par approbation à vainqueurs multiples a conduit à de nombreuses procédures
de vote dont la complexité a été étudiée. Les règles fondées sur des scores additifs sont
faciles à calculer, c'est-à-dire, que le temps de calcul nécessaire à la détermination d'un
vainqueur est polynomial. Les procédures qui rentrent dans ce cadre sont nombreuses, par
exemple, l'approbation simple, l'approbation nette, la satisfaction ou encore la satisfaction
nette. La règle d'approbation proportionnelle, fondée sur un score qui n'est pas additif, a
été montrée di�cile à calculer par Aziz et al. (2015).
Selon Fishburn et Pekec (2004), le calcul du comité vainqueur pour les procédures à seuil
est NP-complet. Néanmoins, ils précisent qu'avec un petit nombre de candidats, les e�orts
computationnels ne sont pas élevés.
En�n, pour la procédure de centralisation minisum, le vainqueur est facile à calculer puisque
cette règle est équivalente à l'approbation simple. La règle minimax a été montrée di�cile
à calculer puisque équivalente au problème de chaîne binaire la plus proche (closest binary
string) en théorie des codes par Frances et Litman (1997) et Li et al. (1999).

2.5 Manipulation

2.5.1 Dans les règles de vote à vainqueur unique

Il évident que le bulletin de vote fourni par un votant ne représente pas nécessairement
ses préférences sincères. Certains votants peuvent être tentés d'agir stratégiquement en ne
reportant pas leurs préférences sincères, dans le but d'améliorer le résultat de l'élection. Ce
phénomène est appelé manipulation. Une règle de vote est dite résistante à la manipulation
si, pour tout pro�l, elle ne permet à aucun votant de manipuler le résultat en sa faveur,
même en ayant connaissance de toutes les préférences du pro�l. Cette dé�nition de la
manipulation est une dé�nition dans le pire cas, c'est-à-dire, que l'on ne souhaite pas
qu'une règle soit manipulable même si le manipulateur possède toutes les informations
disponibles. Plus formellement :

Dé�nition 2.1. Soit r une règle de vote résolue et P un pro�l de préférences. r est dit
résistante à la manipulation si pour tout pro�l P et pour tout votant i, r(P ) �i r(P ∪
{P ′i}\{Pi}), où (P ∪{P ′i}\{Pi}) représente le pro�l P dans lequel la relation de préférence
sincère Pi de i est remplacée par une autre P ′i .

Depuis le théorème de Gibbard (1973) et Satterthwaite (1975) (retranscrit dans le théo-
rème 1), nous savons qu'il n'existe qu'une règle de vote résolue, fondée sur des préférences
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ordinales, résistante à la manipulation selon cette dé�nition, la règle dictatoriale. La règle
dictatoriale est telle qu'il existe un votant d ∈ N tel que pour tout pro�l P , r(P ) = Pd.
Comme son nom l'indique, cette règle simule la situation où un dictateur choisit systéma-
tiquement l'issue du vote.

Théorème 1. Soit r une règle de vote résolue et surjective 1. Si r est résistante à la
manipulation alors r est dictatoriale.

La conclusion de ce théorème est qu'il n'existe pas de règles de vote raisonnable et
résistante à la manipulation. Cependant, ce théorème (ainsi que cette dé�nition de la
manipulation) s'appuie sur plusieurs hypothèses dont celle des préférences ordinales. Ainsi,
certaines règles, dont les règles fondées sur le vote par approbation, peuvent potentiellement
échapper à ce résultat d'impossibilité.

2.5.1.a Dans le vote par approbation

Dans le cas du vote par approbation, la dé�nition d'un vote sincère n'est pas évidente
et dépend de l'hypothèse sur la nature des préférences. Selon Brams et Fishburn (1983), un
vote sincère est un vote qui �[. . . ] re�ète directement les préférences sincères des votants,
c'est-à-dire, qui ne nous trompe pas sur les préférences�. Ils en déduisent alors que, dans le
cadre de préférences ordinales, un vote par approbation sincère est tel que si un candidat
est approuvé alors tout candidat qu'il lui est préféré est aussi approuvé.

Étant donné des préférences ordinales, il existe donc pour un votant, plusieurs manières
sincères de voter : n'approuver aucun candidat, seulement son candidat préféré, ses deux
candidats préférés, et ainsi de suite. Remarquons que cela revient à choisir un candidat
seuil et à approuver tout candidat préféré à ce seuil et aucun autre candidat. Un votant
sincère a donc le choix entre plusieurs votes sincères. Ainsi un votant même sincère doit
décider de quelle manière il vote, ce qui est la dé�nition d'un comportement stratégique.
Cela illustre la notion de vote stratégique sincère. Le vote par approbation est sensible au
vote stratégique sincère, c'est-à-dire qu'en remplaçant son vote par un autre vote sincère,
un votant peut changer et améliorer le résultat de l'élection.

Dans le cas des préférences dichotomiques, les votants ne possèdent qu'un seul vote
sincère puisque les candidats sont naturellement séparés en deux groupes. Brams et Fish-
burn (1983) ont montré que le vote par approbation est résistant à la manipulation dans
ce cadre précis. Cela signi�e que la meilleure façon de voter est de voter sincèrement,
indépendamment du reste des votes.

De même, Endriss (2013a) a montré que le vote par approbation est résistant à la
manipulation si l'on considère d'autres hypothèses sur les préférences des votants, à savoir
le remplacement et la suppression.

1. Une règle de vote est dite surjective si, pour tout candidat, il existe un pro�l de vote qui élit ce
candidat. Plus précisément, il est seulement nécessaire dans ce théorème que la règle de vote puisse aboutir
à au moins trois issues di�érentes.
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Le vote par approbation à vainqueur unique est donc partiellement résistant à la ma-
nipulation, en fonction de l'hypothèse retenue sur la nature des préférences.

2.5.1.b Extension des préférences pour les règles irrésolues

Une seconde hypothèse sur laquelle se fonde le théorème de Gibbard et Satterthwaite
est l'hypothèse que la règle considérée est résolue. Cette hypothèse a été remise en question
par Gärdenfors (1976), Kelly (1977) et Fishburn (1972) qui ont étudié la manipulation des
règles irrésolues. Cependant l'étude de la manipulation des règles irrésolues a pour di�culté
principale la comparaison d'ensembles de candidats ex aequo entre eux. La question qui se
pose est la suivante : comment les préférences sur des ensembles de candidats sont-elles liées
aux préférences sur les candidats eux-mêmes. Pour ce faire, Gärdenfors, Kelly et Fishburn
ont proposé des principes d'extensions pour étendre les préférences sur des candidats aux
préférences sur des ensembles de candidats. Soient A et B deux sous-ensembles non-vides
de X et �i la relation de préférence de i sur X. Un principe d'extension E transforme �
sur X en une relation de préférence �E sur 2X \ ∅. 2

Présentons les principes d'extensions les plus utilisés :

Principe d'extension optimiste A �Oi B si et seulement si ∀b ∈ B, ∃a ∈ A tel que
a �i b, ou, en d'autres termes, si le meilleur des éléments de A (selon la préférence
du votant) est préféré au meilleur des éléments de B.

Principe d'extension pessimiste A �Pi B si et seulement si ∀a ∈ A, ∃b ∈ B tel que
a �i b, ou, en d'autres termes, si le pire des éléments de A (selon la préférence du
votant) est préféré au pire des éléments de B.

Principe d'extension de Kelly (1977) A �Ki B si et seulement si ∀a ∈ A, ∀b ∈ B, on
a a �i b.

Principe d'extension de Fishburn (1972) A �Fi B si et seulement si ∀a ∈ A \ B,
∀b ∈ A ∩B et ∀c ∈ B \A, on a a �i b, a �i c et b �i c.

Principe d'extension de Gärdenfors (1976) A �Gi B si et seulement si (a) A ⊆ B et
∀a ∈ A, ∀b ∈ B \ A, on a a �i b, ou (b) A ⊇ B et ∀a ∈ A \ B, ∀b ∈ B, on a a �i b,
ou (c) ∀a ∈ A \B et ∀b ∈ B \A, on a a �i b.

Illustrons ces principes d'extension à l'aide d'un exemple.

Exemple 2.9. Considérons quatre candidats et le vote ordinal suivant :

P1 : x1 � x2 � x3 � x4

2. Pour une discussion sur les principes d'extension en choix social, voir les travaux de Barberà (2010)
et de Brandt et Brill (2011).
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Commençons par utiliser le principe d'extension optimiste et pessimiste pour compa-
rer les deux sous-ensembles de candidats {x1, x4} et {x2, x3}. Par dé�nition, on obtient
{x1, x4} �O1 {x2, x3} car le meilleur choix de {x1, x4} est préféré au meilleur choix de
{x2, x3}. En revanche, on a {x2, x3} �P1 {x1, x4} car le pire choix de {x1, x4} est préféré
au pire choix de {x2, x3}.

Maintenant, appliquons le principe d'extension de Kelly pour comparer {x1} et {x2, x3}.
Puisque chaque élément de {x1} est préféré à chaque élément de {x2, x3}, on obtient
{x1} �K1 {x2, x3}. Ce principe d'extension est le plus fort des trois derniers principes.
Ainsi, {x1} �K1 {x2, x3} implique {x1} �F1 {x2, x3} et {x1} �G1 {x2, x3}.

Comparons maintenant les sous-ensembles {x1, x2, x3} et {x2, x3, x4}. On remarque
que ces deux sous-ensembles sont incomparables avec le principe de Kelly. Cependant, le
principe de Fishburn s'applique et on obtient {x1, x2, x3} �F1 {x2, x3, x4}.

En�n, comparons les sous-ensembles {x1, x2} et {x1, x3}. Les principes de Kelly et
de Fishburn ne permettent pas de comparer ces deux sous-ensembles. Avec le principe de
Gärdenfors, nous obtenons {x1, x2} �G1 {x1, x3}.

Pour un principe d'extension E, un pro�l P et une règle irrésolue r, une manipulation
de r par un votant i au sens de E est un bulletin P ′i tel que r(P\{Pi} ∪ {P ′i}) �Ei r(P ).
Une règle irrésolue r est manipulable au sens de E s'il existe un pro�l P pour lequel il
existe une manipulation par un votant i au sens de E. Une règle manipulable au sens du
principe d'extension E est dite PE-manipulable.

Commençons par le principe d'extension le plus fort, celui de Kelly. Tout d'abord,
Taylor (2005) a montré qu'entre autres, les règles de pluralité et certaines règles faible-
ment Condorcet cohérentes sont PK-manipulables. Confortant ces résultats, Brandt (2010)
a montré qu'aucune règle Condorcet cohérente n'est résistante à la PK-manipulation.
De plus, il a donné une condition su�sante pour qu'une règle soit résistante à la PK-
manipulation, il s'agit de la monotonie d'ensemble. La monotonie d'ensemble assure que
le choix d'un ensemble de candidats ne soit pas modi�é si les préférences sur les candidats
qui ne sont pas choisis sont a�aiblies. Alors, toute règle irrésolue véri�ant la monotonie
d'ensemble est résistante à la PK-manipulation. Deux règles qui véri�ent cette propriété
sont la règle de Pareto qui retourne l'ensemble des candidats non Pareto dominés, et la
règle de l'omninomination, qui retourne l'ensemble des candidats classés en première posi-
tion par au moins un votant. Ces deux règles sont donc résistantes à la PK-manipulation.
De plus, Brandt (2010) a montré que cette condition est aussi nécessaire pour la résistance
à la PK-manipulation des règles à comparaison par paire. Ceci a permis de montrer que
certaines règles comme les règles de Borda, de Copeland, de Kemeny et de Banks ne sont
pas résistantes à la PK-manipulation puisqu'elles ne véri�ent pas la monotonie d'ensemble.

Pour les principes d'extensions de Fishburn et de Gärdenfors, Gärdenfors (1976) a
étudié les règles de Condorcet et la règle de l'omninomination et a montré que ces deux
règles sont résistantes à la PG-manipulation. Puis Brandt et Brill (2011) ont proposé des
conditions nécessaires et su�santes pour la résistance à la PF -manipulation et à la PG-
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manipulation. Ces résultats ont conduit à montrer que les règles de Condorcet, de l'om-
ninomination, de Pareto 3 et de Condorcet-Pareto sont résistantes à la PF -manipulation.
De même, la règle de Top cycle, qui retourne l'élément maximal de la fermeture tran-
sitive du graphe de majorité, a été montrée résistante à la PF -manipulation 4 et à la
PG-manipulation.

2.5.2 Dans les règles de vote à vainqueurs multiples

La plupart des règles de vote à vainqueurs multiples se fondent sur les préférences des
votants sur les candidats, et non sur les comités. La di�culté principale, dans l'étude de leur
manipulation, est donc de savoir si pour un votant, un comité est préféré à un autre comité.
Cette information ne �gure pas dans les données des élections à vainqueurs multiples. En
général, il est fait l'hypothèse que le manipulateur possède une fonction d'utilité sur les
comités. Une manipulation est alors réussie si elle conduit à l'élection d'un comité dont
l'utilité est supérieure à celle du comité précédent.

Le théorème de Gibbard (1973) et Satterthwaite (1975) ne s'applique pas aux règles à
vainqueurs multiples. Cependant, le fait d'avoir plusieurs candidats vainqueurs introduit
des dépendances dans les préférences. Considérons par exemple la situation suivante : deux
candidats x, y et n votants. Le votant 1 préfère x à y, mais ce votant sait que ces deux
candidats ne s'apprécient pas mutuellement et il ne souhaite donc pas les voir tous les deux
élus. De plus, il sait que y possède assez de soutien pour être élu et que x ne sera pas élu
sans son vote. Ainsi le votant 1 aurait avantage à ne pas supporter le candidat x pour ne
pas se retrouver dans la situation où les deux candidats sont élus. Ce type de manipulation
paraît inévitable à moins de restreindre les préférences des votants de façon à limiter les
interactions entre les alternatives.

Une manière de restreindre ces préférences est de considérer des préférences séparables.
Les préférences séparables sont telles qu'il n'existe pas de dépendances préférentielles entre
les candidats. Cela signi�e que les préférences sur un candidat ne dépendent pas des pré-
férences sur les autres candidats. Prenons deux exemples de préférences séparables et non
séparables. Considérons une élection de comité avec 3 candidats X = {x1, x2, x3}. Suppo-
sons qu'un votant possède les préférences suivantes :

(100) � (110) � (101) � (111) � (000) � (010) � (001) � (011)

Dans ce cas les préférences du votant sont séparables (x1 � x̄1, x̄2 � x2 et x̄2 � x2). Il
n'existe donc pas de dépendance entre les variables. Maintenant supposons que les préfé-
rences du votant soient les suivantes :

(110) � (100) � (111) � (101) � (000) � (010) � (001) � (011)

Dans ce cas les préférences du votant ne sont pas séparables. En e�et, on s'aperçoit que
lorsque le candidat x1 est dans le comité, le votant préfère que x2 y soit aussi ((110) � (100)

3. Ce résultat avait été démontré auparavant par Feldman (1979).
4. Sanver et Zwicker (2012) ont aussi découvert ce résultat de façon indépendante.
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et (111) � (101)), mais lorsque le candidat x1 n'est pas dans le comité, alors le votant
préfère que x2 n'y soit pas non plus ((000) � (010) et (001) � (011)). Ainsi, les préférences
sur le candidat x2 sont conditionnées par les préférences sur le candidat x1. À l'aide de
cette hypothèse, Barbera et al. (1991) ont montré qu'il existe toute une classe de règles
de vote résistantes à la manipulation, qu'ils appellent les élections par comités. Mais cette
hypothèse n'est pas toujours réalisée en pratique.

Un autre travail signi�catif sur la manipulation des élections à vainqueurs multiples
est celui de Slinko et White (2010) qui ont étudié la manipulation dans les systèmes à
représentation proportionnelle. En distinguant deux types de comportement stratégique
chez les votants, les premiers cherchant à maximiser le nombre de sièges du parti, les
seconds cherchant à maximiser le pouvoir, ils ont étudié la manipulation des systèmes à
représentation proportionnelle en fonction de la présence ou non de seuil (seuil minimal
pour obtenir des sièges).

2.5.2.a Dans le vote par approbation

Dans le cadre du vote par approbation à vainqueurs multiples, une di�culté supplémen-
taire est que pour savoir si un vote est une manipulation, il faut connaître les préférences
des votants sur tous les comités. Or, encore une fois, cette information ne �gure pas dans les
données du problème. Il sera donc nécessaire de faire une hypothèse permettant d'étendre
les préférences des votants à l'ensemble des comités. L'hypothèse classique, et celle que
nous utiliserons en section 3.4, est que plus la distance de Hamming d'un comité au comité
optimal du votant est faible, plus le votant apprécie ce comité. De telles préférences sont
dites Hamming-cohérentes. Cela ne dit rien sur les préférences d'un votant i entre deux
comités à égale distance de Hamming de vi, mais nous n'en aurons jamais besoin dans
cette thèse. En fait, dans de nombreux cas, il su�ra d'une hypothèse plus faible sur les
préferences des votants, à savoir que le votant i a un unique comité préféré.

Exemple 2.10. Considérons trois candidats et le vote par approbation suivant :

P1 : (101)

L'hypothèse de préférences Hamming-cohérentes nous permet de compléter ce vote pour
obtenir un pré-ordre sur l'ensemble des comités. Entre autres, nous pouvons conclure que
101 �1 100, 001 �1 011 et 100 �1 010.

En section 2.3.4, nous avons attiré l'attention du lecteur sur deux règles majeures du
vote par approbation à vainqueurs multiples, les règles nommées minisum et minimax.
D'après Brams et al. (2007a), nous savons que minimax est manipulable et que minisum
ne l'est pas. En section 3.4, nous étudierons le comportement stratégique pour une famille
de règles généralisant ces deux règles.
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2.5.2.b Extension des préférences pour les règles irrésolues

Dans le cas des règles irrésolues, l'idée est la même qu'en section 2.5.1.b. Il s'agit
d'étendre les préférences des votants sur les comités aux préférences sur des ensembles
de comités. Les principes d'extension de préférences pour les règles irrésolues à vainqueur
unique sont aussi applicables dans ce cas. Soient A et B deux sous-ensembles non-vides de
2X , et �i la relation de préférence de i sur 2X . Un principe d'extension E transforme �
sur 2X en une relation de préférence �E sur 22

X \ ∅. Par exemple, le principe d'extension
optimiste devient :

Principe d'extension optimiste A �Oi B si et seulement si ∀B ∈ B,∃A ∈ A tel que
A �i B, ou, en d'autres termes, si le meilleur des éléments de A (selon la préférence
du votant) est préféré au meilleur des éléments de B.

2.6 Vainqueurs possibles et nécessaires

Dans cette section, nous nous intéresserons aux situations de vote avec des préférences
incomplètes, présentées en détail dans Boutilier et Rosenschein (2016). Dans la plupart
des systèmes de vote, les votants doivent fournir un classement complet des alternatives.
Cependant dans de nombreuses situations comme la recherche de pages web, la recom-
mandation de produit ou la plani�cation de réunion, les votants ne peuvent pas fournir un
classement complet pour plusieurs raisons. Par exemple, le nombre d'alternatives à considé-
rer peut être très élevé et même posséder une structure combinatoire, ce qui peut entraîner
un e�ort cognitif prohibitif. De plus, cela implique une grande quantité de communication
pour collecter l'ensemble des votes. Or, cet e�ort peut être super�u dans des situations où
une connaissance partielle des préférences peut permettre de conclure quant à l'issue du
vote. En�n, l'ensemble des alternatives peut être incertain ou évoluer de façon dynamique.
Ceux sont ces situations qui poussent à l'étude précise de la quantité d'information et de
communication nécessaire à la détermination du vainqueur dans les systèmes de vote.
En particulier nous étudierons les deux questions suivantes :

Vainqueur nécessaire Étant donné un candidat x, est-il vainqueur dans toutes les com-
plétions possibles du pro�l ?

Vainqueur possible Étant donné un candidat x, est-il vainqueur dans au moins une
complétion possible du pro�l ?

Ces deux problèmes sont les problèmes des vainqueurs possibles et nécessaires introduits par
Konczak et Lang (2005), parmi d'autres questions relevant de l'élicitation des préférences.
Leur étude est particulièrement justi�ée dans les situations suivantes :

• Certains votants ont exprimé leurs préférences et d'autres ne sont pas encore expri-
més. Le pro�l est alors composé d'ordres de préférences complets ou vides.
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• Tous les votants ont exprimé leurs préférences sur un sous-ensemble de candidats. De
nouveaux candidats sont introduits pour lesquels on ne connaît pas les préférences
des votants.

• On autorise les votants à exprimer leurs préférences de façon incrémentale. Ils peuvent
ainsi choisir de ne pas spéci�er certaines comparaisons, parce qu'ils ne savent pas
comparer deux candidats ou qu'ils ne souhaitent pas les comparer.

• Les préférences ont été exprimées à l'aide d'un langage de représentation compacte
comme les CP-nets 5.

Dans chacun de ces cas, il peut être intéressant d'avoir une idée des issues possibles de
l'élection sans avoir à attendre la complétion totale des préférences. En e�et, on pourrait
conclure que les préférences recueillies jusqu'à présent sont su�santes pour désigner le
vainqueur (vainqueur nécessaire). Si ce n'est pas le cas, nous pourrions calculer l'ensemble
de candidats qui ont encore une chance de gagner (vainqueur possible) a�n que les votants
se concentrent sur ce sous-ensemble. De plus, comme cela est proposé dans Conitzer et
Sandholm (2002), ces préférences incomplètes pourraient nous permettent de déduire les
préférences à éliciter pour être en mesure de déterminer le vainqueur.

Les problèmes des vainqueurs possibles et nécessaires ont reçu un intérêt signi�catif. Par
exemple, si le nombre de candidats est borné, alors le problème des vainqueurs possibles a
été montré NP-complet pour la règle de Borda, de veto, de Copeland, de maximin, STV et la
règle majoritaire à deux tours. Pour STV et la règle de majorité à deux tours, le problème
des vainqueurs nécessaires a été montré coNP-complet. Ces di�érents résultats ont été
énoncés par Xia et Conitzer (2008). De plus, les problèmes de vainqueurs de Condorcet
possibles et nécessaires ont été dé�nis par Konczak et Lang (2005), qui ont montré qu'ils
peuvent être résolus en temps polynomial.

Ces di�érents résultats se fondent sur des préférences ordinales des votants. Dans le
chapitre 5, nous introduirons les problèmes des vainqueurs nécessaires et possibles dans le
cadre du vote par approbation.

2.7 Vote sur des domaines combinatoires

Traditionnellement, les règles de vote sont conçues pour agréger des préférences sur des
ensembles de candidats, ou alternatives, de petite taille. Cependant certaines situations
font intervenir un nombre d'alternatives signi�cativement grand pour que cela devienne un
enjeux important. Les situations suivantes en sont des exemples :

Référendum multiple Pratique courante outre-Atlantique, il s'agit de prendre une dé-
cision collective concernant plusieurs propositions binaires qui peuvent être inter-

5. On pourra consulter Boutilier et al. (2004) pour plus d'information sur l'utilisation des CP-nets dans
la cadre de la représentation des préférences.
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corrélées. L'issue de ce type de vote est un vecteur binaire représentant les mesures
approuvées ou rejetées.

Élection de comités Le but est ici d'élire un sous-ensemble de candidats, un comité, de
taille �xée ou non.

Ces deux premiers exemples sont particuliers puisqu'ils rentrent dans la catégorie des élec-
tions à vainqueurs multiples, présentées en section 2.3. Le lien entre ces situations est
clair : dans les deux cas, il s'agit de choisir collectivement un vecteur de valeurs binaires,
correspondant dans un cas à un comité, dans l'autre cas à un ensemble de propositions
adoptées. On trouvera une discussion sur les relations entre ces deux problématiques par
Lang et Xia (2016).

Plus généralement, nous considérerons dans cette section les situations où l'ensemble
des alternatives possèdent une structure combinatoire. Un domaine combinatoire est un
produit cartésien D = D1 × . . . × Di × . . . × Dp, où pour tout i, Di est ensemble �ni de
valeurs pour une variable Xi. Le choix commun d'un groupe de votants est alors un vecteur−→
d ∈ (x1, x2, . . . , xp) ∈ D. Donnons un exemple typique :

Exemple 2.11. Choix d'un menu commun Un ensemble d'agents doit prendre une
décision sur un menu pour un dîner de gala (le traiteur sert un menu unique). Il
faut choisir le plat, le dessert et la boisson : le plat peut être du lapin (l), de l'agneau
(a) ou de la perche (p), la boisson, du vin rouge (r), du blanc (b) ou un soda (s), le
dessert, une tarte au chocolat (t), un �anc (f) ou un crumble aux pommes (c). Le
domaine de décision est un domaine combinatoire : D = {l, a, p}×{r, b, s}×{t, f, c}.

Une première solution pourrait être de considérer ces domaines comme des domaines
ordinaires et appliquer les règles usuelles. Rappelons que la plupart des règles de vote
nécessitent un classement complet des alternatives par les votants. La nature combinatoire
du domaine rend cette solution irréalisable puisqu'il est impossible pour un votant de
fournir un classement complet sur un nombre exponentiel d'alternatives, même lorsque le
nombre de valeurs est faible. Notre exemple du choix d'un menu commun ne présente qu'un
nombre limité d'options mais conduit pourtant à 27 alternatives, ce qui est déjà di�cile à
classer pour un votant.

Comme cela est fait pour les référendums multiples, on pourrait aussi considérer chaque
variable de manière indépendante, en organisant des votes simultanés pour chacune d'entre
elles. Dans notre exemple, il s'agirait de choisir le plat, indépendamment du vin (et du
dessert). On comprend alors quels problèmes peuvent surgir de cette méthode, l'issue du
vote ne pourrait convenir à aucun votant. Dans notre exemple, imaginons qu'il y ait huit
votants : trois votants souhaitent manger le lapin avec du vin rouge et une tarte au chocolat,
(art), trois autres choisissent (pbf), un votant préfère (asc) et le dernier choisit (lbt). Par
scrutin majoritaire sur chacune des variables, l'issue serait l'agneau accompagné de vin
blanc et une tarte au chocolat, alors qu'aucun votant n'avait souhaité accompagner l'agneau
de vin blanc. Pour éviter ce genre ce problème, il est nécessaire de faire l'hypothèse que les
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préférences des votants sont séparables, c'est-à-dire, que les préférences d'un votant sur une
variable ne dépendent pas des préférences sur les autres variables. Cette hypothèse n'est
pas réaliste en pratique. On le voit dans notre exemple où le choix du plat in�ue fortement
sur le choix de la boisson, ou encore dans les référendums multiples où des questions sur
le budget et sur les impôts peuvent être corrélées.

Sans cette hypothèse de séparabilité des préférences, le vote séquentiel sou�re des
mêmes problèmes que le vote simultané. Dans le vote séquentiel, il s'agit de voter sur
les variables une par une, selon un ordre prédé�ni, un agenda, et en annonçant le résultat
à chaque étape. Le choix de l'agenda est un enjeux en lui-même puisqu'il soulève de nou-
veaux problèmes étudiés par Airiau et al. (2011), tels que : qu'est-ce qu'un bon agenda, ou
encore qui le choisit. De plus, des modi�cations de l'agenda peuvent modi�er les dépen-
dances entre les variables et donc modi�er les préférences des votants. Remarquons tout de
même que, tout comme le vote simultané, le vote séquentiel possède un coût d'élicitation
des préférences faible pour les votants.

Une quatrième approche possible est de ne demander aux votants qu'une petite partie
de leurs préférences et ensuite d'utiliser un principe de complétion pour compléter ces
préférences. Cela permet d'introduire un lien entre les variables tout en conservant un coût
d'élicitation des préférences faible pour les votants. L'exemple 2.10 de la section 2.5.2.a
illustre cette notion de complétion des préférences. Une fois l'étape de complétion des
préférences e�ectuée, nous pouvons appliquer n'importe quelle règle de vote classique, bien
que dans certains cas, certaines règles sont plus adaptées que d'autres. Présentons plusieurs
familles de principe de complétion :

Fondé sur la meilleure alternative Les votants ne fournissent que leur alternative pré-
férée. Le principe de complétion utilise une distance prédé�nie entre les alternatives
pour compléter les préférences. Le mécanisme de complétion classe les alternatives
en fonction de leur proximité avec l'alternative préférée. Dans le chapitre 3, nous
utiliserons la distance de Hamming pour mesurer la distance entre deux alternatives.

Fondé sur le classement des variables Les votants spéci�ent un classement des va-
riables en tant que singletons. Le principe de complétion étend alors ce classement
à l'ensemble des alternatives. Cette famille de méthode est souvent utilisée pour la
sélection d'un ensemble d'objets mais peut s'étendre à tout domaine composé de
variables binaires. Dans le cadre des élections de comités, le principe d'extension de
Chamberlin-Courant (ou extension optimiste) est un des plus connus. Étant donné
un votant i, pour tout comité S, i est représenté par sa meilleure alternative dans
S. Le principe de complétion classe les comités en suivant l'ordre de préférences des
meilleures alternatives pour i.

Basé sur l'hypercube de l'ensemble des alternatives Les votants fournissent dans
ce cas une représentation compacte de leurs préférences sur l'hypercube associé à
l'ensemble des alternatives, c'est-à-dire, entre toutes paires d'alternatives qui sont
identiques sur toutes les variables sauf une. On entend par représentation compacte
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un langage formel qui assigne tout mot en entrée à un vote, complet ou non, ce qui
permet de ne pas donner ses préférences de façon exhaustive. Un exemple typique
de langage formel compact est le langage des CP-nets, introduit par Boutilier et al.
(2004).

Ainsi, en vote combinatoire, il apparaît nécessaire d'étudier de nouveaux langages pour
exprimer les préférences des votants et concevoir de nouvelles règles pour agréger ces pré-
férences. Dans le chapitre 4, nous proposerons et étudierons de nouvelles règles fondées sur
le vote par approbation.
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Chapitre 3

Vote par approbation et
domaines combinatoires :
préférences séparables

Résumé
Le vote par approbation est une procédure de vote utilisée, entre autres

choses, pour élire des comités ou choisir l'issue d'un référendum multiple. Elle permet
aux votants de voter pour (�d'approuver�) autant de candidats qu'ils le souhaitent.
Deux règles de vote ont été particulièrement étudiées dans ce cadre à l'aide du vote par
approbation. La règle habituelle, appelée minisum, choisit l'ensemble des candidats
ou des propositions ayant été approuvés par le plus grand nombre de votants. La règle
minimax élit un ensemble de candidats qui minimise le maximum, sur l'ensemble des
votants, de la distance de Hamming à chacun des votes.

Comme ces deux règles semblent trop extrêmes, nous les généralisons en un en-
semble continu de règles de vote, par l'utilisation de l'opérateur de moyenne ordonnée
pondérée (ordered weighted averaging, OWA). Cette règle est paramétrée par un vec-
teur de poids, noté w, qui permet de dé�nir des règles de vote entre minisum et
minimax. Pour des raisons d'équité, nous nous intéressons aux vecteurs de poids dé-
croissants et en particulier aux vecteurs binaires, notés w(i) = (1, .., 1, 0, .., 0), où i
représente le nombre de 0. Nous étudions la complexité algorithmique de la déter-
mination d'un comité vainqueur et de l'ensemble des comités vainqueurs pour des
règles associées aux vecteurs w(i). Nous montrons qu'il est di�cile de trouver un co-
mité vainqueur pour ces règles alors que cela est facile pour minisum. De plus, nous
étudions aussi le calcul d'un comité vainqueur pour des vecteurs de type quantile
q(i) = (0, . . . , 0, 1, 0 . . . 0), où l'unique 1 correspond à la ie coordonnée. Puis, nous
explorons en détail la manipulabilité de ces règles quand elles sont paramétrées par
des vecteurs monotones. En�n, une étude expérimentale du nombre de comités vain-
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queurs pour quelques exemples de règles, dont minisum et minimax, nous permet de
mettre en perspective l'importance du mécanisme de départage des ex aequo.
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3.1. Introduction

3.1 Introduction

Comme on l'a constaté en section 2.3.4, le vote par approbation est aussi bien étudié
dans le cadre d'élections à vainqueur unique que d'élections à vainqueurs multiples, où il a
été introduit par Kilgour et al. (2006). Rappelons qu'en vote par approbation chaque votant
exprime ses préférences à l'aide d'un vote qui consiste en un sous-ensemble de candidats
approuvés par ce dernier (généralement sans contrainte sur la cardinalité de l'ensemble).
Ainsi, ce système est adapté aux élections de comités, dans lesquelles les votants sont
amenés à approuver ou non chaque candidat, mais aussi aux référendums multiples, pour
lesquels les votants s'expriment pour ou contre des actions publiques.

3.1.1 Référendums multiples et élections de comités

Le recours au référendum est une pratique répandue dans les démocraties modernes. Il
s'agit de faire voter un électorat, au niveau d'un pays ou d'une ville par exemple, sur une
proposition précise, une action publique ou encore une nouvelle loi. Pour des raisons pra-
tiques, des référendums portant sur des questions diverses, possiblement corrélées, peuvent
être organisés le même jour. C'est ce que l'on appelle un référendum multiple.

Les élections de comités, qui rentrent dans le cadre des élections à vainqueurs mul-
tiples, ont été dé�nies en section 2.3. Elles désignent les situations où l'on cherche à élire
un sous-ensemble de représentants parmi un ensemble de candidats. L'usage du vote par
approbation pour les élections de comités a été introduit en section 2.3.4.

L'exemple suivant illustre ces deux types d'élections.

Exemple 3.1. Considérons un ensemble de 5 co-auteurs d'un article qui doivent décider
s'ils vont utiliser Dropbox (d), s'il est nécessaire d'organiser une réunion en personne (r),
si le papier est à améliorer avant la soumission (a) et s'ils soumettent ce papier en version
longue (l). Les votes sont les suivants :

(dral)
P1 : (0110)
P2 : (0100)
P3 : (0101)
P4 : (0011)
P5 : (1001)

Par exemple, le premier votant ne souhaite pas utiliser Dropbox, préfère organiser une
réunion en personne, pense qu'il est nécessaire d'améliorer le papier avant soumission et
ne souhaite pas le soumettre en version longue (mais plutôt en version courte).

Dans cette situation, les co-auteurs doivent décider de l'ensemble des propositions ac-
ceptées. Alors, en appliquant la méthode de vote des référendums multiples, nous obtenons
comme solution le vecteur (0101). De même, l'utilisation de la règle de vote à vainqueurs
multiples minisum, présentée en section 2.3.4.c, conduit au vecteur (0101).
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Ces deux types d'élections sont similaires même s'ils sont souvent étudiés séparément.
Dans les deux cas, il s'agit de choisir collectivement un vecteur de valeurs binaires, corres-
pondant dans un cas à un comité, dans l'autre cas à un ensemble de propositions adoptées.
Les deux cas peuvent aussi présenter des contraintes sur l'ensemble des décisions admis-
sibles. Par exemple, le nombre de candidats à élire dans un comité peut être sujet à des
contraintes de cardinalité. De plus, les méthodes de vote utilisées dans ces deux contextes
font l'hypothèse que les préférences des votants sont séparables.

Les préférences séparables sont telles qu'il n'existe pas de dépendances préférentielles
entre les candidats. L'exemple de la section 2.5.2 illustre cette notion.

Dans les procédures d'élections de comités que nous étudierons dans ce chapitre, à savoir
les procédures de centralisation, il est fait l'hypothèse que les préférences sont séparables.
En e�et, ces procédures utilisent la distance de Hamming pour mesurer la proximité d'un
comité au pro�l, ce qui implique que les préférences sur un candidat ne dépendent pas
des préférences sur les autres candidats. De même, dans les référendums multiples, les
préférences sont supposées séparables. Les votants sont invités à s'exprimer sur chaque
proposition de façon indépendante et les propositions approuvées par la majorité sont
adoptées.

Les élections de comités et les référendums multiples sont donc deux domaines de vote
proche au niveau de la structure de l'ensemble des alternatives mais aussi au niveau des
hypothèses prises sur les préférences des votants (séparabilité). On peut donc appliquer les
mêmes méthodes de vote pour ces deux situations.

3.1.2 Motivation et plan

Dans le cas d'une élection à vainqueurs multiples, il existe plusieurs méthodes pour
trouver le comité vainqueur, c'est-à-dire le sous-ensemble de candidats vainqueurs. Nous
nous intéresserons, dans ce chapitre, aux procédures dites de centralisation, dé�nies en
section 2.3.4.c.

Rappelons que la première de ces procédures de centralisation, minisum, est équivalente
à la méthode par approbation simple qui consiste à choisir les candidats selon leurs scores
d'approbation. Dans le cas où le comité doit être de taille k, les candidats avec les k plus
grands nombres d'approbations sont élus. Dans le cas où il n'existe pas de contrainte sur
la taille du comité, les candidats approuvés par une majorité de votants sont élus.

Cependant, comme il est montré par Brams et al. (2007a), cette règle peut être in-
juste envers certains votants, qui peuvent être en total désaccord avec le comité élu. Pour
remédier à cela, ils dé�nissent la procédure minimax, qui élit un comité qui minimise le
maximum de la distance de Hamming aux votes sur l'ensemble des votants. La règle mini-
max est plus équitable (au sens égalitaire) que la méthode simple, puisqu'elle minimise le
désaccord avec le votant le moins satisfait.

Comme ces deux règles sont, en un sens, trop extrêmes, nous les généralisons en un
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ensemble continu de règles de vote, par l'utilisation de l'opérateur de moyenne ordonnée
pondérée (ordered weighted averaging ou OWA). L'opérateur OWA, introduit par Yager,
1993), est un opérateur d'agrégation paramétré par un vecteur de poids, noté w, qui permet
de modéliser de nombreux opérateurs, comme par exemple le maximum, le minimum, la
moyenne arithmétique ou encore la médiane. Le score agrégé obtenu par l'OWA correspond
à la somme pondérée d'un vecteur de score initial, réordonné dans l'ordre croissant, avec
le vecteur de poids.

Nous introduisons dans la section suivante, les règles de vote par approbation fondées
sur les OWA, notées AVw. Un comité vainqueur pour AVw est un comité qui minimise le
score Ow, qui correspond au score agrégé de l'OWA paramétrée par w. Pour des raisons
d'équité, nous portons une attention particulière à une sous-famille de règles, paramétrée
par des vecteurs de poids décroissants. Avec des vecteurs de poids décroissants, il est
possible de modéliser des règles de vote qui se situent entre minisum et minimax inclues.

Dans un premier temps, nous étudions une famille simple d'AVw, paramétrée par les
vecteurs de poids w(i) = (1, . . . 1, 0, . . . , 0), où i représente le nombre de 0. Pour ces règles,
nous montrons certaines propriétés véri�ées par les candidats nécessairement vainqueurs.
Puis nous étudions la complexité algorithmique de la détermination d'un comité vainqueur.
Ensuite, nous étudions la complexité algorithmique de la détermination d'un comité vain-
queur pour des vecteurs de type quantile q(i) = (0, . . . , 0, 1, 0 . . . 0), où l'unique 1 corres-
pond à la ie coordonnée. Puis, nous donnons des résultats concernant la manipulabilité des
règles AVw paramétrées par des vecteurs de poids monotones (décroissants ou croissants).
En�n, une étude expérimentale du nombre de comités vainqueurs pour quelques exemples
de règles, dont minisum et minimax, nous permet de mettre en perspective l'importance
du mécanisme de départage des ex aequo.

3.1.3 Travaux en lien

Ce chapitre est lié à plusieurs directions de recherche. La première est l'étude des
règles de vote généralisant le vote par approbation (tel qu'il est dé�ni pour des élections
à vainqueur unique) a�n d'élire des comités. Il existe plusieurs procédures pour élire des
comités avec le vote par approbation, listées en section 2.3.4. C'est dans ce contexte que
la règle de minimax a été proposée par Brams et al. (2007a).

La seconde direction de recherche est l'utilisation, notamment dans un contexte de vote,
des moyennes ordonnées pondérées, dé�nies par Yager. Les OWA ont été étudiées dans de
nombreux domaines et en particulier en aide à la decision multi-critère et en décision dans
l'incertain par Yager et Kacprzyk (1997). L'utilisation d'OWA dans le contexte du vote a
fait l'objet d'articles plus récents par Elkind et Ismaili (2015), Goldsmith et al. (2014) et
Skowron et al. (2015).

La troisième direction de recherche est une série de travaux sur les aspects algorith-
miques et stratégiques des élections à vainqueurs multiples, en particulier ceux qui sup-
posent que les bulletins émis par les votants sont des �bulletins d'approbation�, c'est-à-dire
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des sous-ensembles de candidats approuvés.
Meir et al. (2008a) étudient la �résistance computationnelle� du vote par approbation à
vainqueurs multiples. Procaccia et al. (2008a) s'intéressent au calcul de deux règles de vote
à vainqueurs multiples, celle de Chamberlin et Courant et celle de Monroe pour lesquelles
ils montrent la NP-complétude du calcul d'un comité vainqueur, même dans le cas où
les bulletins sont de type approbation. Certaines variantes du vote par approbation sont
di�ciles à calculer. C'est le cas pour la règle minimax dont les aspects algorithmiques
et stratégiques ont été étudiés par Caragiannis et al. (2010), et LeGrand et al. (2007).
D'autres extensions du vote par approbation en règles à vainqueurs multiples ont aussi été
montrées di�ciles à calculer, comme l'approbation proportionnelle par Aziz et al. (2015).

La règle minimax est par ailleurs liée au domaine de l'agrégation (ou fusion) égalitariste
de croyances, dont l'objectif est de combiner plusieurs informations provenant de di�érentes
sources. On trouvera plus d'informations sur ce lien dans Konieczny et Pino-Pérez (2011).
Il existe d'ailleurs des opérateurs de fusion de croyances qui utilisent les OWA, comme
ceux présentés par Konieczny et al. (2004).

3.2 Notions préliminaires

3.2.1 Les moyennes ordonnées pondérées

Les moyennes ordonnées pondérées (ordered weighted averaging, OWA) forment une
classe paramétrée d'opérateurs d'agrégation de type moyenne introduite par Yager. Les
OWA permettent de modéliser la plupart des opérateurs d'agrégation de type moyenne
comme le minimum, le maximum, ou encore la médiane. Formellement, étant donné un
vecteur H, nous noterons H↓ le vecteur obtenu en ordonnant les coordonnées de H dans
l'ordre décroissant. L'opérateur OWA, paramétré par un vecteur de poids, noté w, agrège
le vecteur de score H en un score agrégé, noté Ow(H) :

H 7→ Ow(H) = w ×H↓

Le choix du vecteur de poids dé�nit le type d'opérateur que l'on utilise :

• L'opérateur min : w = (0, . . . , 0, 1)

• L'opérateur max : w = (1, 0, . . . , 0)

• La moyenne arithmétique : w = (1/n, . . . , 1/n)

• Le calcul du score lors d'un concours de patinage artistique : w = (0, 1, . . . , 1, 0)

Notons que cette dé�nition des OWA di�ère légèrement de celle introduite par Yager car
nous n'utilisons pas de vecteurs de poids normalisés.

Les OWA ont été étudiées dans de nombreux domaines et en particulier en aide à
la decision multi-critère et en décision dans l'incertain par Yager et Kacprzyk (1997).
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L'utilisation d'OWA dans le contexte du vote a fait l'objet d'articles plus récents par
Elkind et Ismaili (2015), Goldsmith et al. (2014) et Skowron et al. (2015).

3.2.2 Les procédures de centralisation

Nous considérons une élection E avec m candidats X = {x1, . . . , xm} et n votants
N = {1, . . . , n}. Le vote d'approbation de chaque votant i est un sous-ensemble de X,
représenté sous la forme d'un vecteur binaire Pi ∈ {0, 1}m, dans lequel le je bit de Pi est 1 si
le votant i approuve le candidat j et 0 sinon. Un pro�l d'approbations, P = (Pi)i∈N , est une
collection de votes d'approbation. étant donné un vecteur v de taillem, nous notons vi la ie

coordonnée du vecteur v. étant donnés deux vecteurs binaires v, v′ ∈ {0, 1}m, nous notons
H(v, v′) leur distance de Hamming, c'est-à-dire le nombre de bits sur lesquels ils di�èrent.
étant donné un vecteur binaire c ∈ {0, 1}m, appelé comité, et un pro�l d'approbations P ,
le vecteur H(c, P ) = (H(c, Pi))i∈N représente le vecteur des distances de Hamming entre
c et chacun des votes de P . Le score d'approbation d'un candidat x, noté app(x), est le
nombre de votants qui approuvent x.

En vote par approbation à vainqueurs multiples, le but est d'élire un comité, c'est-à-dire
un sous-ensemble de X. Dans certains cas, la taille du comité est �xée à un entier k ; dans
d'autres elle n'est pas �xée et tous les comités sont admissibles.

La règle minisum consiste à élire un comité qui minimise la somme des distances de
Hamming aux votes. Rappelons que cette règle est équivalente à l'approbation simple,
procédure de score dé�nie en section 2.3.4. De manière formelle, c∗ est un comité vainqueur
pour minisum si et seulement si∑

i∈N
H(c∗, Pi) = min

c∈{0,1}m

∑
i∈N

H(c, Pi)

Un comité vainqueur à la majorité est un comité qui contient tout candidat approuvé
par strictement plus de n/2 votants et aucun candidat approuvé par strictement moins
de n/2 votants. Il a été montré par Brams et al. (2007a) qu'un comité vainqueur pour
minisum est un comité vainqueur à la majorité et inversement. Ainsi, étant donné un pro�l
d'approbations P , un comité vainqueur pour minisum peut être déterminé facilement.

La règle minimax élit un comité qui minimise la distance maximum avec le pro�l. De
façon formelle, c∗ est un comité vainqueur pour minimax si et seulement si

max
i∈N

H(c∗, Pi) = min
c∈{0,1}m

{max
i∈N

H(c, Pi)}

étant donné un pro�l d'approbations P , déterminer un comité vainqueur pour minimax
est NP-di�cile puisque cela est équivalent au problème de closest binary string en théorie
des codes. Ce problème a été montré NP-di�cile indépendamment par Frances et Litman
(1997) et Li et al. (1999).
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Théorème 2. Étant donné un pro�l d'approbations, il est NP-di�cile de déterminer un
comité vainqueur pour la règle minimax.

L'exemple suivant illustre ces deux règles :

Exemple 3.2. Considérons une élection E avec 6 votants {1, 2, 3, 4, 5, 6}, 4 candidats
{x1, x2, x3, x4} et le pro�l P suivant :

P1 : (0110)
P2 : (0100)
P3 : (0101)
P4 : (0011)
P5 : (1001)
P6 : (0001)

Le tableau suivant présente les distances de Hamming, le score minisum et le score
minimax de certains comités. Il est facile de véri�er que les comités non mentionnés dans
cet exemple ne sont pas des comités vainqueurs pour minisum ou minimax.

H(c, Pi) 1 2 3 4 5 6 sum max

c1 = (0000) 2 1 2 2 2 1 10 2
c2 = (0001) 3 2 1 1 1 0 8 3
c3 = (0101) 2 1 0 2 2 1 8 2

Les comités vainqueurs pour minisum sont c2 et c3, tandis que ceux de minimax sont c1
etc3.

3.2.3 Une nouvelle famille de règles de vote par approbation : AVw

Nous généralisons minisum et minimax à l'aide d'un ensemble continu de règles de
vote en utilisant l'opérateur de moyenne ordonnée pondérée (OWA) appliqué au vote par
approbation.

Nous pouvons maintenant introduire les règles de votes par approbation fondées sur les
OWA que l'on notera AVw. Un comité c∗ est un comité vainqueur pour AVw si et seulement
si c∗ minimise le score Ow parmi les comités, c'est-à-dire

Ow(H(c∗, P )) = min
c∈{0,1}m

{Ow(H(c, P ))}.

L'exemple suivant illustre ces règles de vote ainsi qu'une partie des notations intro-
duites :
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Exemple 3.3. Considérons l'élection de l'exemple précédent. Le tableau suivant présente
les scores Ow de certains comités.

c w ×H↓(c, P )

c1 2 · w1 + 2 · w2 + 2 · w3 + 2 · w4 + 1 · w5 + 1 · w6

c2 3 · w1 + 2 · w2 + 1 · w3 + 1 · w4 + 1 · w5 + 1 · w6

c3 2 · w1 + 2 · w2 + 2 · w3 + 1 · w4 + 1 · w5 + 0 · w6

En prenant w = (6, 5, 4, 3, 2, 1), les scores de c1, c2 et c3 sont respectivement 39, 37
et 35. Nous pouvons véri�er qu'il n'y a pas de meilleurs scores et que le comité vainqueur
est donc c3. Intuitivement, le choix de w = (6, 5, 4, 3, 2, 1) signi�e que l'on attribue un
coe�cient de 6 à la plus grande distance entre le comité et le pro�l, un coe�cient de 5 à
la distance suivante dans l'ordre décroissant (qui peut être égale à la précédente) et ainsi
de suite jusqu'au coe�cient de 1 attribué à la plus petite distance.
Maintenant en prenant w = (1, 1, 1, 0, 0, 0), les scores de c1, c2 et c3 deviennent res-
pectivement 6, 6, 6 et ces trois comités sont les comités vainqueurs. En�n, en prenant
w = (1, 1, 0, 0, 0, 0), les scores sont 8, 7, 7 et les comités vainqueurs sont donc c2 et c3.

Pour des raisons d'équité, nous nous intéresserons aux vecteurs de poids décroissants,
qui attribuent plus de poids aux votants les moins satisfaits.

Les règles de vote AVw paramétrées par des vecteurs de poids décroissants nous per-
mettent de modéliser un ensemble de règles de votes se situant entre minisum et minimax,
qui sont respectivement modélisées par les vecteurs w = (1, . . . , 1) et w = (1, 0 . . . , 0).

On s'intéressera en particulier à la famille de vecteurs w(i) = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0), où i
est le nombre de 0, pour i = 0, . . . , n−1. Cette famille contient des règles allant de minisum
(qui correspond à w(0)) à minimax (qui correspond à w(n − 1)). Dans l'exemple 3.3, les
vecteurs de poids w = (1, 1, 0, 0, 0, 0) et w = (1, 1, 1, 0, 0, 0) correspondent respectivement
aux vecteurs w(4) et w(3), pour une élection comportant 6 votants.

De plus, nous nous intéresserons aussi à la famille de vecteurs de poids q(i) qui modélise
des fonctions de type quantile : q(i) = (0, . . . , 0, 1, 0 . . . , 0), où l'unique 1 du vecteur cor-
respond à la ie coordonnée. Pour illustrer cette famille de vecteurs reprenons l'exemple 3.3.
Avec le vecteur q(6), les scores de c1, c2 et c3 sont respectivement 1, 0 et 0, et les comités
c2 et c3 sont vainqueurs. Le vecteur q(3) conduit à l'élection du comité c2 seulement. En�n
le vecteur q(1) produit c1 et c3 comme comités vainqueurs.

En�n, nous dé�nissons les élections dites équilibrées comme l'ensemble des élections
pour lesquelles chaque candidat est approuvé par exactement la moitié des votants.

3.3 Détermination d'un comité vainqueur

Nous commençons l'étude des règles AVw par leurs aspects algorithmiques. Une famille
de AVw nous intéressera en particulier, la famille des AVw(i), paramétrées par des vecteurs
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de type w(i) = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0), où i est le nombre de 0. Tout d'abord, nous présenterons
certaines propriétés véri�ées par les candidats vainqueurs de telles règles de vote, portant
sur les conditions pour qu'un candidat soit membre de tous les comités vainqueurs ou bien
d'aucun. Ces propriétés nous amèneront ensuite à déterminer la complexité de la détermi-
nation d'un comité vainqueur. Le résultat principal de cette partie est la NP-complétude
de ce problème pour les règles AVw(i), pour tout i �xé, i ≥ 1. Nous étudierons aussi la
complexité de ce problème pour les règles de types quantiles AVq(i).

3.3.1 Candidats nécessairement vainqueurs, perdants

Dans cette section, nous étudions une famille simple de vecteurs de poids décroissants de
type w(i) = (1, . . . , 1, 0, . . . , 0), où i est le nombre de 0. Nous explorons certaines propriétés
liées aux candidats vainqueurs.

Dans un premier temps, nous donnons une condition su�sante pour qu'un candidat
individuel soit membre de tous les comités vainqueurs, ou ne soit membre d'aucun comité
vainqueur.

Proposition 3.1. Pour toute règle AVw(i), i ∈ N , un candidat approuvé par au moins
(n+ i+ 1)/2 votants appartient à tous les comités vainqueurs.

Preuve. Considérons une élection E et une règle AVw(i), pour i ∈ N . Supposons qu'il
existe un candidat x approuvé par au moins (n+ i+1)/2 votants, tel qu'il existe un comité
vainqueur c qui ne contient pas x. Alors, le score d'approbation de x véri�e les inéquations
suivantes :

app(x) ≥ (n+ i+ 1)/2

2 · app(x)− n ≥ i+ 1

(app(x)− i)− (n− app(x)) ≥ 1 (3.1)

Étudions alors le score Ow(i) du comité c′ = c ∪ {x}. Par rapport à c, il y à app(x)
votants qui voient leur distance de Hamming réduite de 1 et (n − app(x)) qui voient leur
distance de Hamming augmentée de 1. Puisque nous avons considéré le vecteur de poids
w(i), les i derniers scores du vecteur H↓(c, P ) ne sont pas pris en compte dans le calcul du
score de c′. Ainsi, le pire des cas est obtenu quand ces i derniers scores correspondent à des
votants qui approuvent x. Or, d'après l'inégalité 3.1, même dans ce cas, la di�érence entre
le score Ow(i) de c

′ et le score Ow(i) de c, qui est alors égale à (app(x)−i)−(n−app(x)), est
strictement positive, ce qui est contradictoire avec le fait que c soit un comité vainqueur.

De plus, en étudiant les candidats qui sont approuvés par au moins (n+i)/2, on obtient
la proposition suivante :
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Proposition 3.2. Pour toute règle AVw(i), i ∈ N , un candidat approuvé par au moins
(n+ i)/2 votants ne détériore pas le score d'un comité auquel il est ajouté.

Preuve. La démonstration est identique à celle de la preuve de la proposition 3.1. En e�et,
d'après l'équation 3.1 de cette preuve, un candidat approuvé par (n + i + 1)/2 améliore
strictement le score d'un comité auquel il est ajouté, mais il su�t qu'un candidat soit
approuvé par (n + i)/2 pour qu'il ne détériore pas le score d'un comité auquel il est
ajouté.

à l'aide d'une argumentation similaire à la preuve de la proposition 3.1, nous obtenons
la proposition 3.3 qui permet de déterminer une condition su�sante pour qu'un candidat
ne soit dans aucun comité vainqueur.

Proposition 3.3. Pour toute règle AVw(i), i ∈ N , un candidat approuvé par au plus de
(n− (i+ 1))/2 votants n'appartient à aucun comité vainqueur.

Par analogie à la proposition 3.2, nous obtenons la remarque suivante :

Proposition 3.4. Pour toute règle AVw(i), i ∈ N , un candidat approuvé par au plus
(n− i)/2 votants n'améliore pas le score d'un comité auquel il est ajouté.

Les propositions 3.1 et 3.3 généralisent le résultat de Brams et al. (2007a) qui énonce
qu'un comité vainqueur à la majorité est un comité vainqueur pour minisum. Ces deux
propositions nous permettent d'établir les liens suivants entre minisum et AVw(1) d'une
part, et entre AVw(n−2) et minimax d'autre part.

Proposition 3.5. Étant donné un pro�l P , il existe toujours un comité c tel que c soit un
comité vainqueur pour minisum et pour AVw(1).

Preuve. Nous distinguons deux cas.
Dans un premier temps, considérons une élection avec un nombre impair de votants. Nous
construisons le comité c vainqueur pour AVw(1), de la manière suivante :

• Les candidats approuvés par plus de (n+ 3)/2 votants appartiennent à c, d'après la
proposition 3.1.

• Les candidats approuvés par moins de (n − 3)/2 votants n'appartiennent pas au
comité c, d'après la proposition 3.3.

• Les candidats approuvés par exactement (n+1)/2 votants appartiennent à c. En e�et,
ajouter ces candidats à c ne peut pas détériorer son score, d'après la proposition 3.2.

• Les candidats approuvés par exactement (n − 1)/2 votants n'appartiennent pas à
c. En e�et, ajouter ces candidats à c ne peut pas améliorer son score, d'après la
proposition 3.4.
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De plus, c est par dé�nition un comité vainqueur à la majorité, donc c est un comité
vainqueur pour minisum.

Dans un second temps, considérons une élection avec un nombre pair de votants. Soit
c un comité vainqueur pour AVw(1). D'après les propositions 3.1 et 3.3, on a :

• Les candidats approuvés par plus de (n+ 2)/2 votants appartiennent à c.

• Les candidats approuvés par moins de (n − 2)/2 votants n'appartiennent pas au
comité c.

Ainsi, par dé�nition, le comité c est un comité vainqueur à la majorité, donc c est un
comité vainqueur pour minisum.

Cependant, le résultat de la proposition 3.5 ne se généralise pas à l'intersection de
AVw(1) et AVw(2), comme le montre l'exemple suivant, que l'on a trouvé par ordinateur :

Exemple 3.4. Considérons une élection E avec un ensemble de sept votants {1, . . . , 7},
un ensemble de cinq candidats {x1, . . . , x5} et le pro�l d'approbations dé�ni par :

P1 : (01111)
P2 : (01111)
P3 : (01110)
P4 : (11111)
P5 : (10000)
P6 : (10000)
P7 : (01011)

Il existe alors un unique comité vainqueur pour AVw(1), le comité (01111), et un unique
comité vainqueur pour AVw(2), le comité (11010).

Il est intéressant de noter que nous n'avons pas pu générer d'exemple similaire avec un
nombre pair de votants. Le problème reste donc ouvert pour AVw(1) et AVw(2) lorsque le
nombre de votants est pair. Nous conjecturons que ce contre-exemple se généralise pour
toute paire d'entiers (i, i + 1) pour 2 ≤ i ≤ n − 3, c'est-à-dire qu'il existe un pro�l d'ap-
probations P tel qu'il n'existe pas un comité vainqueur à la fois pour AVw(i) et AVw(i+1).
Cependant, pour i = n− 2, la propriété est à nouveau véri�ée :

Proposition 3.6. Étant donné un pro�l P , il existe toujours un comité c tel que c est un
comité vainqueur pour AVw(n−2) et pour minimax.

Preuve. Considérons une élection E avec n votants et m candidats. Soit c un comité
vainqueur pour minimax. Soit c′ un comité vainqueur pour AVw(n−2) tel que c′ soit un
comité vainqueur maximisant la seconde coordonnée du vecteur ordonné des distances de
Hamming de c′.
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Nous a�rmons alors que c′ est un comité vainqueur pour minimax ou c est un comité
vainqueur pour AVw(n−2).
En e�et, supposons que c′ ne soit pas un comité vainqueur pour minimax et que c ne soit
pas un comité vainqueur pour AVw(n−2). Le fait que c

′ ne soit un comité vainqueur pour
minimax implique que le score Ow(n−1) de c

′ est strictement supérieur à celui de c :

Ow(n−1)(H(c′, P )) > Ow(n−1)(H(c, P )),

ce qui équivaut à dire que
H↓(c′, P )1 ≥ H↓(c, P )1 + 1. (3.2)

De même, le fait que c ne soit pas un comité vainqueur pour AVw(n−2) implique que le
score Ow(n−2) de c est strictement supérieur à celui de c′ :

Ow(n−2)(H(c, P )) > Ow(n−2)(H(c′, P )),

ce qui est équivalent à
2∑
j=1

H↓(c, P )j ≥
2∑
j=1

H↓(c′, P )j + 1. (3.3)

Les inéquations (3.2) et (3.3) impliquent que

H↓(c′, P )2 + 2 ≤ H↓(c, P )2,

ainsi, nous avons

H↓(c′, P )2 + 2 ≤ H↓(c, P )1.

En utilisant (3.2), on obtient alors

H↓(c′, P )2 + 2 ≤ H↓(c′, P )1 − 1,

H↓(c′, P )2 + 3 ≤ H↓(c′, P )1. (3.4)

D'après l'inégalité 3.4, il existe au moins un candidat x tel que le votant qui correspond à
la seconde plus grande distance de Hamming de c′ soit en accord avec c′ sur x et le votant
qui correspond à la plus grande distance de Hamming de c′ soit en désaccord avec c′ sur x.
Dans un premier temps, supposons que x appartient à c′. Alors, si nous considérons le
comité d = c′\{x}, la distance H↓(d, P )2 augmente de 1, et la distance H↓(d, P )1 diminue
de 1, comparées aux distances de c′. Mais alors d est un comité vainqueur pour AVw(n−2),
tel que H↓(d, P )2 > H↓(c′, P )2, ce qui contredit la dé�nition de c′.
Avec le même argument, on peut montrer que si x n'appartient pas à c′ on aboutit aussi à
une contradiction.

Le lien entre les comités vainqueurs pour minisum et AWw(1) a des conséquences sur
le calcul de ces règles que nous présentons dans la partie suivante.
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3.3.2 Complexité du calcul d'un comité vainqueur

3.3.2.a Pour les règles AVw(i)

À propos de la complexité du calcul d'un comité vainqueur pour AVw, nous savons
que (a) trouver un comité vainqueur pour minisum est polynomial, et qu'il est facile de
donner une simple caractérisation de l'ensemble des comités vainqueurs ; (b) trouver un
comité vainqueur pour minimax est NP-di�cile. Nous commençons par montrer que, sous
la restriction que le nombre de votant soit impair, il existe d'autres règles AVw que minisum
pour lesquelles on peut trouver un comité vainqueur en temps polynomial. En e�et, quand
le nombre de votants est impair, trouver un comité vainqueur pour AVw(1) est polynomial.

Proposition 3.7. Si n est impair, on peut déterminer un comité vainqueur pour AVw(1)
en temps polynomial.

Preuve. Considérons une élection E, avec un nombre impair de votants n et le comité
suivant c = {x ∈ X, tel que app(x) ≥ (n+ 1)/2 }. Comme il est montré dans la preuve de
la proposition 3.5, c est un comité vainqueur pour AVw(1).

Le résultat positif de la proposition 3.7 ne peut pas être généralisé pour un nombre
quelconque de votants, car la preuve s'appuie sur une étude de cas qui ne s'applique pas
lorsque le nombre de votants est pair. En e�et, dans ce cas, il existe des candidats avec
exactement n/2 votes, qui peuvent donc avoir un impact négatif ou positif sur le score d'un
comité. Il est en fait NP-di�cile de déterminer un comité vainqueur pour AVw(i) dans le
cas général, pour tout i �xé, i ≥ 1, comme nous allons le démontrer maintenant.

Pour le montrer, nous étudions le problème de décision associé à AVw(i) et montrons que
ce problème est NP-complet, pour tout i �xé, i ≥ 1. De plus, nous prouvons ce résultat pour
un cas particulier d'élection, appelées élections équilibrées, dans lesquelles chaque candidat
est approuvé par exactement la moitié des votants.

Tout d'abord, étudions le comportement de minimax vis-à-vis des élections équilibrées.
Nous savons qu'il est NP-dif�cile de déterminer un comité vainqueur pour minimax. Nous
allons montrer que cela reste NP-di�cile lorsque l'on se restreint au cas des élections
équilibrées, en montrant que le problème de décision associé à minimax reste NP-complet
dans le cas d'élections équilibrées.

A�n de le montrer, nous dé�nissons le problème Balanced 3-SAT. Étant donné un
ensemble X = {x1, . . . , xn} de n variables binaires et un ensemble C = {C1, . . . , Cm} de
m clauses, chacune de taille 3, telles que chaque variable apparaît autant de fois en tant
que littéral positif qu'en tant que littéral négatif, peut-on a�ecter la valeur vrai ou faux à
chacune des variables pour que chaque clause contienne au moins un littéral vrai ? D'après
Berman et al. (2003), ce problème est NP-complet.

Avant d'étudier la complexité de minimax sur les élections équilibrées, démontrons les
propriétés suivantes :
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Proposition 3.8. Considérons une instance de Balanced 3-SAT. Alors

(i) le nombre de clauses est pair ;

(ii) pour toute variable xj, le nombre de clause où xj n'apparaît pas (ni comme littéral
positif ni comme littéral négatif) est pair.

Preuve. Considérons une instance I de Balanced 3-SAT dé�nie par un ensemble de va-
riables X = {x1, . . . , xn} et un ensemble de clauses C = {C1, . . . , Cm}. Étant donnée une
variable x, notons α(x) (respectivement α(x̄)) le nombre d'occurrences du littéral positif
x (respectivement du littéral négatif x̄) dans C.
Nous savons que

3 ·m =
n∑
j=1

α(xj) + α(x̄j).

De plus, comme l'instance est équilibrée,

3 ·m = 2 ·
n∑
j=1

α(xj).

Ainsi, le nombre de clauses, m, doit être pair. Le nombre de clauses où x n'apparaît
pas est égal à (m− 2 · α(xj)). Ce nombre est donc également pair.

Nous allons maintenant dé�nir le problème de décision associé à minimax sur les élec-
tions équilibrées et montrer qu'il est NP-complet.

D-Minimax : Étant donnés une élection E = (X,N,P ) et un entier k, existe-t-il un comité
c tel que la distance de Hamming entre c et chaque vote de P soit au plus k ?

Théorème 3. D-Minimax est NP-complet, même pour les élections équilibrées.

Preuve. Le problème est clairement dans NP. La preuve est basée sur une réduction
depuis le problème Balanced 3-SAT. Considérons une instance I de Balanced 3-SAT dé�nie
par un ensemble de n variables X = {x1, . . . , xn} et un ensemble de m clauses C =
{C1, . . . , Cm}. Nous construisons une instance I ′ de D-Minimax comme suit. Nous créons
un ensemble de 2n candidats X ′ = {x′1, . . . , x′2n} et un ensemble de m + 6n + 2 votants
N = {1, . . . ,m+6n+2}. Les m premiers votants sont dé�nis à partir des clauses : à chaque
clause Ci, nous associons un votant i avec le vote Pi = Pi1Pi2 . . . Pin sur X ′, tel que :

Pij =


00 si le littéral xj ∈ Ci,
11 si le littéral x̄j ∈ Ci,
01 ou 10 si la variable xj n'apparaît pas dans Ci.

65



3. Vote par approbation et domaines combinatoires : préférences séparables

D'après la proposition 3.8, nous savons que le nombre de clauses dans lesquelles une
variable n'apparaît pas est pair. Ainsi, pour obtenir une élection equilibrée, nous poserons
01 pour la moitié des votants qui correspondent à des clauses où xj n'apparaît pas et 10
pour l'autre moitié.

Les 6n + 2 votants restants sont des votants arti�ciels que nous ajoutons de la façon
suivante. Pour un couple de bits b ∈ {00, 11, 01, 10}, nous notons r(b, i) le vote d'appro-
bation (10)i−1b(10)n−i, et Rn(b) l'ensemble des n votes d'approbation {r(b, i)|1 ≤ i ≤ n}.
De même, nous dé�nissons q(b, i) = (01)i−1b(01)n−i et Qn(b) = {q(b, i)|1 ≤ i ≤ n}. Alors,
les 6n+ 2 votants sont :

{Rn(00) ∪Rn(11) ∪Rn(01) ∪ {(10)n} ∪Qn(00) ∪Qn(11) ∪Qn(10) ∪ {(01)n}}

Ainsi, le pro�l P est égal à :

Rn(00)∪Rn(11)∪Rn(01)∪{(10)n}∪Qn(00)∪Qn(11)∪Qn(10)∪{(01)n}∪{Pi|1 ≤ i ≤ m}

Clairement, par construction des votes Pi, i = 1, . . . ,m et par dé�nition des votes Rn(b)
and Qn(b), chaque candidat est approuvé par exactement la moitié des votants. En�n,
nous avons k = n + 1. On obtient ainsi une instance I ′ de D-Minimax sur une élection
équilibrée. De plus, I ′ peut-être construite à partir de I en temps polynomial.

Maintenant nous allons montrer que I est une instance positive si et seulement si I ′ est
une instance positive, c'est-à-dire, qu'il existe un comité c tel que la distance de Hamming
entre c et chaque vote de P est au plus n+ 1. D'abord, supposons que I est une instance
positive. Nous construisons un comité c comme suit : c = c1c2 . . . cn avec

ci =

{
00 si xi est vrai,

11 si xi est faux.

Par construction des votes Pi, nous obtenons immédiatement que H(c, Pi) ≤ n + 3,
pour i = 1, . . . ,m. De plus, puisque I est une instance positive, il existe au moins un
littéral vrai dans chaque clause. Ainsi, pour tout vote Pi, i = 1, . . . ,m, il existe Pij tel que
l'on a soit Pij = 00 et cj = 00, soit Pij = 11 et cj = 11. Ainsi, H(c, Pi) ≤ n + 1, pour
i = 1, . . . ,m.

De plus, par dé�nition des votes Rn(b) et Qn(b), nous avons H(c, r(b, i)) ≤ n + 1 et
H(c, q(b, i)) ≤ n + 1, pour i = 1, . . . , n. De même pour les votes (10)n et (01)n, on a
H(c, (10)n) ≤ n + 1 et H(c, (01)n) ≤ n + 1, par construction. Ainsi, I ′ est une instance
positive.

Maintenant supposons que I ′ est une instance positive et notons c un comité tel que
H↓(c, P )m+6n+2 ≤ n + 1. Tout d'abord, montrons que c est de la forme suivante : c =
c1c2 . . . , cn, avec ci ∈ {00, 11}, pour i = 1, . . . , n. Par contradiction, supposons qu'il existe
ci ∈ {01, 10} pour i ∈ {1, . . . , n}. Notons n10 (resp. n01) le nombre de 10 (resp. 01) dans
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la factorisation de c. Sans perte de généralité, supposons que n10 ≤ n01. Nous considérons
alors deux cas :

Cas 1 : 0 < n10 ≤ n01. Notons i le plus petit indice tel que ci = 10. Alors, nous obtenons
H(c, r(01, i)) = 2 + 2n01 + n− n10 − n01 = n+ 2 + n01 − n10 ≥ n+ 2, ce qui contredit la
dé�nition de c.

Cas 2 : n10 = 0 < n01. Alors H(c, (10)n) = n + n01. Puisque H(c, (10)n) ≤ n + 1,
nous obtenons que n01 = 1. Notons i le plus petit indice tel que ci 6= 01. Si ci = 11, alors
H(c, r(00, i)) = n + 2, et si ci = 00, alors H(c, r(11, i)) = n + 2, ce qui contredit dans les
deux cas la dé�nition de c.

Nous pouvons donc conclure que ci ∈ {00, 11} pour tout i = 1, . . . , n. Et puisque nous
avons H↓(c, P )m+6n+2 ≤ n+ 1, nous obtenons que pour tout vote Pi, il existe j tel que
soit Pij = 00 et cj = 00, soit Pij = 11 et cj = 11. Dans le premier cas, nous posons xj =
vrai et dans le second cas nous posons xj = faux. Ainsi, I est une instance positive.

Maintenant, dé�nissons le problème de décision associé à AVw(i), pour un i �xé.

D-AVw(i) : Étant donnés une élection E = (X,N,P ) et un entier k, existe-t-il un comité c
tel que w(i)×H↓(c, P ) soit au plus k ?

Nous pouvons désormais montrer que le problème D-AVw(n−i) est NP-complet sur les
élections équilibrées, pour tout entier i �xé, i ≥ 1.

Proposition 3.9. Pour tout entier i �xé, i ≥ 1, D-AVw(n−i) est NP-complet, même pour
les élections équilibrées.

Preuve. Tout d'abord le problème est clairement dans NP. Notre preuve est basée sur une
réduction depuis le problème de décision associé à minimax, D-minimax, sur les élections
équilibrées. Considérons une élection équilibrée E′ = (X ′, N ′, P ′) pour D-minimax, avec
|X ′| = m′, |N ′| = n′ et un entier k′. Nous construisons une élection équilibrée E pour
AVw(n−i) avec X = X ′, N = i · N ′ et P = i · P ′, ce qui signi�e que nous créons i copies
de chaque votant de N ′. En�n, nous posons k = i · k′. Il est facile de voir que E est aussi
une élection équilibrée. Nous a�rmons que la réponse est positive pour D-minimax si et
seulement si la réponse est positive pour D-AVw(n−i). Pour démontrer cela, il su�t de
montrer que le score Ow(n−i) d'un comité c dans E est égal à i fois son score minimax dans
E′. En e�et, pour chaque votant de N ′ avec un distance de Hamming de h à c, il existe i
votants dans N avec la même distance h à c.

Finalement, nous montrons que pour tout i �xé, i ≥ 1, le problème de décision associé
à AVw(i) est NP-complet.

Théorème 4. Pour tout entier i �xé, i ≥ 1, D-AVw(i) est NP-complet, même pour les
élections équilibrées.
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Preuve. Le problème est clairement dans NP. La preuve est basée sur une réduction
générale depuis D-AVw(n−i) vers D-AVw(i), pour tout 1 ≤ i ≤ n − 1. Considérons une
élection équilibrée E′ pour D-AVw(n−i), E

′ = (X ′, N ′, P ′) avec |X ′| = m′, |N ′| = n′ et
un entier k′. Nous construisons une élection équilibrée E pour D-AVw(i) avec X = X ′,
N = N ′, P = P̄ ′, où P̄ ′ est le pro�l complémentaire de P ′, c'est-à-dire le pro�l composé
des votes complémentaires de ceux de P ′. On pose aussi k = m · (n2 − i) +k′. Il est facile de
voir que E reste équilibrée puisque P est le pro�l complémentaire de P ′. Nous a�rmons
que la réponse pour D-AVw(n−i) est positive si et seulement si la réponse pour D-AVw(i)
est positive.

Étudions alors le score Ow(n−i) d'un comité c dans E′, qui est w(n− i)×H↓(c, P̄ ), et
comparons-le à son score Ow(i) dans E, qui est w(i)×H↓(c, P ). Plus précisement, montrons
que le score Ow(i) dans E d'un comité c est égal à son score Ow(n−i) dans E

′ plus le terme
m · (n2 − i). Considérons un comité c ⊆ X. Puisque E est une élection équilibrée, chaque
candidat (appartenant à c ou non) augmente le score minisum de c de n

2 . Ainsi, le score
minisum de c est m · n2 . Le score minisum est donc le même pour tout comité c ⊆ X. Or,
le score minisum peut s'écrire :

minisum(c, P ) =

n∑
k=1

H↓(c, P )k =

n−i∑
k=1

H↓(c, P )k +

n∑
k=n−i+1

H↓(c, P )k

Ceci est équivalent à :

m · n
2

= w(i)×H↓(c, P ) +
n−i∑
k=1

H↓(c, P )k (3.5)

De plus, étant donné un vote d'approbation Pi d'un votant i ∈ N , nous avons :

H(c, Pi) = m−H(c, P̄i)

où P̄i est le vote complémentaire de Pi. Ceci implique que :

n∑
k=n−i+1

H↓(c, P )k =
i∑

k=1

(m−H↓(c, P̄ )k)

car les votants qui correspondent aux i dernières coordonnées de H↓(c, P ), corres-
pondent aux i premières coordonnées de H↓(c, P̄ ). Ainsi, nous obtenons :

n∑
k=n−i+1

H↓(c, P )k = i ·m− w(n− i)×H↓(c, P̄ ) (3.6)

Les équations 3.5 et 3.6 conduisent alors à :
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m · n
2

= w(i)×H↓(c, P ) + i ·m− w(n− i)×H↓(c, P̄ )

Ceci est équivalent à :

w(i)×H↓(c, P ) = m · (n
2
− i) + w(n− i)×H↓(c, P̄ )

Ainsi, le score Ow(i) dans E d'un comité c est égal à son score Ow(n−i) dans E
′ plus le terme

m · (n2 − i). La réponse pour D-AVw(n−i) est donc positive si et seulement si la réponse pour
D-AVw(i) est positive.

Ainsi, pour une famille de règles simples (vecteurs de poids binaires) mais tout de même
plus équitable que minisum (vecteurs décroissants), nous avons montré que le calcul d'un
comité vainqueur devient NP-di�cile. Nous conjecturons que ce résultat de complexité se
généralise à tous les AVw tels que w est décroissant et di�ére de minisum.

Nous terminons cette section en mentionnant que des résultats complémentaires de
ceux que nous venons d'établir, mais qui concernent cette fois la détermination d'un co-
mité optimal de cardinalité donnée, ont été obtenus par Amanatidis et al. (2015). Dans cet
article, nous montrons que si la taille du comité est �xée (mais n'est pas une constante
indépendante du pro�l) alors le problème est NP-di�cile, pour les vecteurs de type w(i).
Bien sûr si la taille du comité est une constante, k, indépendante du pro�l d'approbations,
le problème est polynomial car il existe un nombre polynomial de comités admissibles,(
n
k

)
. De plus nous étudions l'approximation des règles AVw(i) par l'utilisation de la pro-

grammation linéaire avec laquelle nous obtenons un ratio d'approximation de valeur 2, et
l'approximation des règles à vecteurs décroissants par la règle de minisum avec laquelle
nous obtenons un ratio d'approximation de valeur 3.

3.3.2.b Pour les règles AVq(i)

Une famille intéressante de vecteurs de poids est la famille dé�nie par les vecteurs
q(i) = (0, . . . , 0, 1, 0 . . . , 0), où le 1 correspond à la ie coordonnée, pour i = 1, . . . , n. Cette
famille correspond à des opérateurs de type quantile, et modélise des règles de votes entre
minimin 1 (correspondant à q(1)) et minimax (correspondant à q(n)).

Tout d'abord, remarquons que le calcul d'un comité vainqueur pour la règle q(n) s'e�ec-
tue en temps polynomial puisque cette règle est minimin. En e�et, pour obtenir un comité
vainqueur pour minimin, il su�t de choisir un des votes comme comité vainqueur. Mais
q(n) n'est pas la seule règle de cette famille pour laquelle le calcul d'un comité vainqueur
s'e�ectue en temps polynomial. En e�et, déterminer un comité vainqueur pour AVq(n−i)
s'e�ectue en temps polynomial pour tout i �xé.

1. De façon analogue à minimax, la règle minimin élit un comité qui minimise la distance de Hamming
minimum avec le pro�l.
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Proposition 3.10. Pour tout i �xé, déterminer un comité vainqueur pour AVq(n−i) s'ef-
fectue en temps polynomial.

Preuve. La preuve est basée sur une réduction de AVq(n−i) vers
(
n
i+1

)
problèmes de type

minimax avec i+ 1 votants chacun.

Étant donné une instance I de AVq(n−i), pour chaque sous-ensemble de i + 1 votants
(v1, . . . , vi+1), nous construisons une instance I(v1,..,vi+1) de minimax. Nous dé�nissons
I(v1,..,vi+1) avec X(v1,..,vi+1) = X, V(v1,..,vi+1) = {v1, .., vi+1}, P(v1,..,vi+1) = {Pv1 , .., Pvi+1}.
Cela signi�e que l'instance I(v1,..,vi+1) correspond à un problème de minimax avec seule-
ment i+ 1 votants, (v1, . . . , vi+1). Nous notons c(v1,..,vi+1) un comité vainqueur pour une
instance de I(v1,..,vi+1) de minimax. Comme il a été montré par Gramm et al. 2003 que
minimax est un problème facile lorsque le nombre de votants est �xé, nous pouvons calcu-
ler en temps polynomial un comité vainqueur pour chacune des instances I(v1,..,vi+1). Soit
c∗ un comité avec le score minimax sur P(v1,..,vi+1) le plus petit parmi les comités vain-
queurs (c(v1,..,vi+1)), (v1, .., vi+1) ∈ V i+1. Pour la suite de la preuve, (v1, .., vi+1) représente
le sous-ensemble de votants associé au comité c∗, c'est-à-dire c∗ = c(v1,..,vi+1).

Nous a�rmons que c∗ est un comité vainqueur pour AVq(n−i) sur le pro�l P . Par contra-
diction, supposons qu'il existe un comité c′ tel que le score AVq(n−i) de c

′ soit strictement
meilleur que celui de c∗ :

H↓(c′, P )n−i < H↓(c∗, P )n−i (3.7)

Soit (v′1, .., v
′
i+1), les votants associés aux (i+1) dernières coordonnées du vecteurH↓(c′, P ).

Alors, on a

H↓(c′, P(v′1,..,v
′
i+1)

)n−i = H↓(c′, P )n−i

De plus, nous savons que

H↓(c∗, P(v1,..,vi+1))n−i ≥ H
↓(c∗, P )n−i

À partir de ces deux équations et de l'équation 3.7, nous obtenons

H↓(c′, P(v′1,..,v
′
i+1)

)n−i < H↓(c∗, P(v1,..,vi+1))n−i

Ce résultat contredit la dé�nition de c∗.

Cependant, en s'intéressant aux règles AVw(i), on remarque que le calcul d'un comité
vainqueur devient NP-di�cile. En e�et, le problème de décision associé à AVq(i) est NP-
complet, pour tout i �xé, i ≥ 1 :

Théorème 5. Pour tout i �xé, i ≥ 1, le problème de décision associé à AVq(i) est NP-
complet.
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Preuve. Notre preuve est basée sur une réduction depuis le problème de calcul d'un comité
vainqueur pour minimax. Considérons une élection E′ = (X ′, N ′, P ′) pour minimax, avec
|X ′| = m′, |N ′| = n′, et un entier k′. Nous construisons une élection E pour AVq(i) avec
X = X ′, N = i · N ′, P = i · P ′, c'est-à-dire que nous créons i copies de chaque votant
de N ′. En�n, nous posons k = k′. Nous a�rmons alors que le score Oq(i) d'un comité c
dans E est exactement son score minimax dans E′. Clairement pour chaque votant dans
N ′ avec une distance de Hamming de h avec c, il existe i votants dans N avec la même
distance de Hamming h avec c.

L'étude des vecteurs de type quantile, q(i), nous a conduit à un résultat intéressant :
déterminer un comité vainqueur est facile pour AVq(n−i), mais cela est NP-di�cile pour
AVq(i), pour i �xé, i ≥ 1.

3.3.3 Résumé

Cette section porte sur la complexité du calcul d'un comité vainqueur pour les règles
AVw.

Tout d'abord, nous nous sommes intéressés à un sous-ensemble simple de cette famille,
les AVw(i). Nous avons étudié certaines propriétés associées aux comités vainqueurs de ces
règles, et en particulier une condition su�sante pour qu'un candidat soit dans l'ensemble
des comités vainqueurs.

Puis, ces propriétés nous ont permis de démontrer que le calcul d'un comité vainqueur
est polynomial pour la règle AVw(1) avec un nombre impair de votants. Mais dans le cas
général, nous avons obtenu que la détermination d'un comité vainqueur pour une règle
AVw(i) est NP-di�cile, même lorsque i est �xé. De plus, pour les règles AVw(n−i), le calcul
d'un comité est NP-di�cile, même lorsque i est �xé.

En�n, l'étude des vecteurs de type quantile, q(i), conduit à un résultat intéressant :
déterminer un comité vainqueur est facile pour AVq(n−i), mais cela est NP-di�cile pour
AVq(i), pour i �xé, i ≥ 1.

3.4 Manipulation

3.4.1 Introduction

Dans cette section, nous étudions la manipulation des règles AVw, pour des vecteurs
de poids monotones.

Comme nous l'avons observé en section 2.5.2.a, une première di�culté est que pour
savoir si un vote est une manipulation, il faut connaître les préférences des votants sur
tous les comités. Or, cette information ne �gure pas dans les données du problème. Nous
n'aurons cependant jamais besoin de spéci�er les préférences des votants in extenso. Il
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su�ra, dans tous les cas, de faire l'hypothèse (cohérente avec le choix de notre famille
de règles) que plus la distance de Hamming d'un comité au comité optimal du votant
est faible, plus le votant apprécie ce comité. De telles préférences sont dites Hamming-
cohérentes. Formellement : pour tout A,B ⊆ X, si H(A,Pi) < H(B,Pi) alors A �i B,
c'est-à-dire, i préfère A à B. Cela ne dit rien sur les préférences de i entre A et B lorsque
H(A,Pi) = H(B,Pi), mais nous n'en aurons jamais besoin. L'exemple 2.10, dans la section
des préliminaire, illustre la notion de Hamming-cohérence. En�n, dans certains cas, il su�ra
d'une hypothèse plus faible sur les préférences des votants, à savoir que le votant i a un
unique comité préféré Pi.

Ensuite, remarquons que, jusqu'ici, nous avons considéré les règles AVw comme des
règles non-déterministes, ou irrésolues, c'est-à-dire des règles dont le résultat est un en-
semble non-vide de comités vainqueurs. Pour l'étude de la manipulabilité, la question
de savoir si nous continuons à les considérer comme des règles non-déterministes ou, au
contraire, comme des règles déterministes (ou résolues), joue un rôle important. Nous
considérons trois façons de faire, qui seront mises en application en section 3.4.2 :

1. On �déterminise� les règles à l'aide d'un mécanisme de départage des ex aequo :
une règle de vote déterministe pour le vote par approbation avec OWA s'obtient par
la composition d'une règle AVw non-déterministe et d'un mécanisme de départage
des ex aequo T . La règle déterministe obtenue est notée AV T

w . Typiquement, a�n
de préserver l'anonymat, le mécanisme de départage des ex aequo est une règle de
priorité sur l'ensemble des comités possibles. Ainsi, dans le cas où il existe plusieurs
comités avec un score minimal, le comité renvoyé par la règle déterministe AV T

w est
le comité le plus prioritaire (suivant T ) parmi les comités vainqueurs.

2. On �cardinalise� les préférences, en faisant l'hypothèse que l'utilité d'un comité pour
un agent correspond (à une constante près) à l'opposé de sa distance de Hamming
avec son comité optimal (cette hypothèse est bien entendu plus forte que la Hamming-
cohérence).

3. On garde des règles non-déterministes, mais on utilise alors un principe d'extension
qui permet d'étendre les préférences des votants sur des comités à des ensembles
(non-vides) de comités.

Une règle de vote déterministe est ditemanipulable si un votant peut modi�er le résultat
de l'élection en sa faveur, en n'exprimant pas ses préférences sincères : formellement, une
manipulation d'une règle F par un votant i est un bulletin P ′i tel que F (P ∪{P ′i}\{Pi}) �i
F (P ), où (P ∪ {P ′i}\{Pi}) est le pro�l obtenu à partir de P en remplaçant le vote sincère
Pi du votant i par son vote manipulateur P ′i . Une règle déterministe F est manipulable
s'il existe un pro�l P pour lequel il existe une manipulation.

D'après Brams et al. (2007a), nous savons déjà que minimax est manipulable et que
minisum ne l'est pas. Comment cela s'étend-il aux règles AVw en général ? Dans un premier,
nous étudierons les règles dé�nies par des vecteurs de poids décroissants (pour des raisons
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d'équité). Puis, dans un second temps, nous intéresserons à la question de savoir si minisum
est bien la seule de ces règles avec un vecteur monotone à être non manipulable, en étudiant
aussi les règles basées sur des vecteurs de poids croissants.

Pour alléger les notations de cette section, nous introduisons les notations suivantes.
Pour un comité c, nous noterons D(c) = w×H↓(c, P ), c'est-à-dire que nous ne préciserons
pas le pro�l P , ni le vecteur w. De plus, si i ≤ j, nous dé�nissons Wi→j =

∑j
k=i+1wi et

Wj→i = −Wi→j et en�nWi→i = 0. Finalement, (2p 1q 0r) désigne le vecteur qui commence
avec p coordonnées à 2, puis q coordonnées à 1 et en�n r = n− p− q coordonnées à 0.

3.4.2 Minimax avec deux candidats

Dans cette section, nous étudierons la manipulation de minimax, notéMMA, avec deux
candidats, en considérant chacune des trois possibilités énoncées dans la section précédente.

Tout d'abord, étudions MMAT , la règle de vote minimax déterministe obtenue par
un mécanisme de départage T , c'est-à-dire une relation de préférence sur les comités.
étant donné un pro�l d'approbations P , nous notons MMA(P ) l'ensemble des comités
vainqueurs de minimax sur P et MMAT (P ) le comité élu après départage.

Proposition 3.11. MMAT est manipulable pour m = 2.

Preuve. Considérons une règle de départage T telle que 01 >T 00 >T 11 et le pro�l
d'approbations P = (00, 01). On obtientMMAT (P ) = 01. Maintenant si le premier votant
modi�e son vote en 10, le pro�l devient P ′ = (10, 01). Alors MMAT (P ′) = 00 et ce votant
préfère 00 à 01.

Considérons maintenant l'hypothèse que les préférences des votants sont cardinales.
Étudions MMAR, qui désigne la règle de vote obtenue à l'aide de minimax et de la règle
de départage randomisée munie d'une probabilité uniforme. Supposons que l'utilité d'un
votant qui a pour vote préféré x, lorsque le résultat de l'élection est y, est 2−H(x, y). L'uti-
lité espérée du votant 1, noté u1(P ), avec 00 comme vote préféré, lorsqu'il vote sincèrement
est

u1(P ) =
1

|MMA(P )|
∑

y∈MMA(P )

2−H(00, y).

Proposition 3.12. MMAR est non manipulable pour m = 2.

Preuve. Soit P un pro�l d'approbations. Sans perte de généralité, supposons que le votant
1 possède v1 = 00 comme vote préféré et qu'il soit le seul votant à voter 00 (sinon 1 n'est
pas un votant pivot, et changer son vote ne change pas le résultat de l'élection). Le résultat
dépend seulement du sous-ensemble de votes Σ qui ont été choisis par au moins un des
votants. Puisque v1 = 00, il y a 8 possibilités. Si Σ = {00} ou Σ = {00, 01, 10} alors le
résultat est 00 avec une probabilité de 1, et le votant 1 n'a aucun intérêt à manipuler. Il
reste alors six cas.
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1. Σ = {00, 01}. Le résultat est alors 00 ou 01 avec une probabilité identique, et on a
u1(P ) = 3

2 . Si le votant 1 vote 01, alors le résultat est 01 et u1(P ′) = 1. S'il vote 10,
alors le résultat est 00 ou 11 avec une probabilité identique et u1(P ′) = 0+2

2 = 1. S'il
vote 11, le résultat est 01 ou 11 avec une probabilité identique et u1(P ′) = 0+1

2 = 1
2 .

2. Σ = {00, 10}. Par symétrie, le raisonnement est le même que dans le cas précédant.

3. Σ = {00, 11}. Le résultat est 01 ou 10 avec une probabilité identique et u1(P ) = 1.
S'il vote 01, le résultat est 01 ou 11 et u1(P ′) = 1

2 . S'il vote 10 alors le résultat est
10 ou 11 et u1(P ′) = 1

2 . S'il vote 11 alors le résultat est 11 et u1(P ′) = 0.

4. Σ = {00, 01, 11}. Le résultat est 01 et u1(P ) = 1. S'il vote 01 alors le résultat est 01
ou 11 et u1(P ′) = 1

2 . S'il vote 10 alors le résultat est 11 et u1(P ′) = 0. S'il vote 11
alors le résultat est 01 ou 11 et u1(P ′) = 1

2 .

5. Σ = {00, 10, 11}. Par symétrie, le raisonnement est le même que dans le cas précédent.

6. Σ = {00, 01, 10, 11}. Le résultat est 00, 01, 10 ou 11 avec une probabilité identique
et u1(P ) = 1. S'il vote 01, 10 ou 11 alors le résultat est 11 et u1(P ′) = 0.

Examinons maintenant le cas des règles non-déterministes avec un principe d'extension
des préférences entre comités à des préférences entre sous-ensembles non vides de comités.
Nous allons considérer trois des cinq principes d'extensions classiques dé�nis en section
2.5.2.b : le principe d'extension optimiste, pessimiste et celui de Gärdenfors. Nous ne
considérerons pas les principes de Kelly et Fishburn parce que nous allons montrer que
MMA avec le principe de Gärdenfors n'est pas manipulable, ce qui implique qu'il ne l'est
pas non plus avec les deux autres.

Rappelons la dé�nition de ces trois principes, présentés et illustrés par un exemple en
section 2.5.1.b. Soient A et B deux sous-ensembles non-vides de 2X et �i la relation de
préférence de i sur 2X . Un principe d'extension transforme � sur 2X en une relation de
préférence �E sur 22

X \ ∅.

• principe d'extension optimiste : A �Oi B si et seulement si ∀B ∈ B, ∃A ∈ A tel que
A �i B, ou, en d'autres termes, si le meilleur des éléments de A (selon la préférence
du votant) est préféré au meilleur des éléments de B.

• principe d'extension pessimiste : A �Pi B si et seulement si ∀A ∈ A,∃B ∈ B tel que
A �i B, ou, en d'autres termes, si le pire des éléments de A (selon la préférence du
votant) est préféré au pire des éléments de B.

• principe d'extension de Gärdenfors : A �Gi B si et seulement si (a) A ⊆ B et ∀A ∈ A
et ∀B ∈ B \ A on a A �i B, ou (b) A ⊇ B et ∀A ∈ A \ B et ∀B ∈ B on a A �i B,
ou (c) ∀A ∈ A \ B et ∀B ∈ B \ A on a A �i B.
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Rappelons qu'une règle non-déterministe G est manipulable au sens de E s'il existe un
pro�l P pour lequel il existe une manipulation par un votant i au sens de E.

Proposition 3.13. MMA est non manipulable pour les trois principes d'extension P , O
et G, pour m = 2.

Preuve. La preuve, pour chacun des trois principes d'extension, examine les six mêmes
cas que celle de la proposition 3.12.

Commençons par le principe d'extension optimiste.

1. Σ = {00, 01}. Alors le résultat contient 00, qui est le comité préféré du votant.
Il ne peut donc pas exister de manipulation optimiste. Même raisonnement pour
Σ = {00, 10} et Σ = {00, 01, 10, 11}.

2. Σ = {00, 11}. Le résultat est {01, 10}. Une manipulation optimiste serait un vote tel
que le résultat contienne 00. Or on a vu dans la preuve de la proposition 3.12 que ce
n'est pas possible.

3. Σ = {00, 01, 11}. Le résultat est {01}. Si le votant change son vote, le résultat est
soit {01, 11}, soit {11}, et nous n'avons ni {01, 11} �Oi {01}, ni {01, 11} �Oi {11}.
Même raisonnement pour Σ = {00, 10, 11}.

Continuons par le principe d'extension pessimiste.

1. Σ = {00, 01}. Après manipulation, le résultat est {01}, {00, 11} ou {01, 11}, et nous
n'avons ni {01} �Pi {00, 01} (le pire des comités, à savoir 01, ne change pas) ni
{00, 11} �Pi {00, 01}, ni {00, 11} �Pi {01, 01} (le pire des comités après manipulation
serait 11, donc pire qu'avant manipulation). Même raisonnement pour Σ = {00, 10},
Σ = {00, 11}, Σ = {00, 01, 11} et Σ = {00, 10, 11}.

2. Σ = {00, 01, 10, 11}. Le résultat est {00, 01, 10, 11}, qui contient le pire des comités
pour i, qui est (11). Mais on a vu que si i vote di�éremment, le résultat contiendra
toujours 11.

En�n, le principe d'extension de Gärdenfors. Si Σ = {00, 01}, le résultat est alors
{00, 01}. Après manipulation, le résultat est {01}, {00, 11} ou {01, 11}, et nous n'avons ni
{01} �Gi {00, 01} (il faudrait pour cela que 01 soit préféré à 00), ni {00, 11} �Gi {00, 01}
(il faudrait que 11 soit préféré à 01), ni {01, 11} �Gi {00, 01} (il faudrait que 11 soit préféré
à 00). Le raisonnement pour tous les autres cas est similaire.

En résumé, nous avons montré que minimax est manipulable lorsqu'elle est résolue
par un mécanisme de départage des ex aequo. Cependant, avec deux candidats, minimax
n'est pas manipulable lorsqu'on la considère irrésolue à l'aide d'un principe d'extension
optimiste, pessimiste et de Gärdenfors.
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3.4.3 AVw résolue par un mécanisme de départage des ex aequo

Maintenant, étudions les règles AVw pour des vecteurs de poids w monotones. Dans
toute cette section, nous ferons le choix de considérer ces règles comme résolues en les
déterminisant à l'aide d'un mécanisme de départage des ex aequo. Pour conserver l'anony-
mat, les mécanismes de départage sont des relations de priorités sur les comités. En fait,
nous ferons l'hypothèse qu'il s'agit d'ordre linéaire sur les comités.

Tout d'abord, précisons qu'une règle r résolue par un mécanisme de départage est
dite manipulable au sens fort si il existe une manipulation qui ne dépend pas de la règle
de départage. Illustrons cette notion avec un exemple de vecteur w pour lequel AVw est
manipulable au sens fort, c'est-à-dire, indépendamment d'une règle de départage.

Exemple 3.5. Soit w = (2, 1, 1, 1, 0, 0, 0). Soit P un pro�l composé de 3 votes 00 et 4
votes 01. Nous avons H↓(00) = (1111000), H↓(01) = (1110000), H↓(10) = (2222111),
H↓(11) = (2221111). Cela nous donne D(00) = 5, D(01) = 4, D(10) = 10 et D(11) = 9.
Le comité vainqueur est donc 01. Supposons maintenant qu'un votant 00 change son vote
en 10. Nous avons alors H↓(00) = (1111100), H↓(01) = (2110000), H↓(10) = (2222110),
H↓(11) = (221111), ce qui donne D(00) = 5, D(01) = 6, D(10) = 10 et D(11) = 8. Le
comité vainqueur est alors 00 et la manipulation est réussie.

3.4.3.a Nombre de votants pair et w décroissant

Dans les deux sections qui suivent, nous nous intéresserons à des vecteurs de poids dé-
croissants. Dans ce cas, nous n'aurons pas besoin de faire l'hypothèse que les préférences des
votants sont Hamming-cohérentes. Il sera simplement nécessaire de supposer que chaque
votant possède un comité préféré unique.

Nous étudierons, dans un premier temps, le cas où le nombre de votants est pair, puis
dans second temps le cas où ce nombre est impair, car ces deux cas conduisent à des
résultats légèrement di�érents.

Tout d'abord commençons par donner un exemple de règle AVw manipulable au sens
faible, c'est-à-dire, à l'aide d'un mécanisme de départage des ex aequo.

Exemple 3.6. Nous considérons un nombre pair n = 2q de votants, le pro�l P est composé
de q vote 00 et de q votes 01. Le mécanisme de départage favorise 01 sur 00, et 00 sur 11.
Soit w tel que w1 > wq+1. Nous avons

H↓(00) = (1q0q) D(00) = W0→q
H↓(01) = (1q0q) D(01) = W0→q
H↓(10) = (2q1q) D(10) = 2W0→q +Wq→n
H↓(11) = (2q1q) D(11) = 2W0→q +Wq→n

Le vainqueur est 01 grâce au mécanisme de départage.
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Maintenant, supposons qu'un des votants 00 change son vote pour 10. Alors la situation
devient

H↓(00) = (1q+10q−1) D(00) = W0→q+1

H↓(01) = (2 1q−10q) D(01) = 2w1 +W1→q
H↓(10) = (2q1q−10) D(10) = 2W0→q +Wq→n−1
H↓(11) = (2q−11q+1) D(11) = 2W0→q−1 +Wq−1→n

Clairement D(00) < D(10). Si q > 1, nous avons D(00) < D(11), et si q = 1, alors
D(00) = D(11), et le mécanisme de départage des ex aequo privilégie 00 face à 11. De plus,
nous avons D(01)−D(00) = w1 − wq+1. Ainsi le comité vainqueur est 00 et la manipula-
tion fonctionne.

Maintenant, nous généralisons cet exemple pour démontrer la manipulation des règles
AVw paramétrées par tout vecteur décroissant avec un nombre pair de votants.

Exemple 3.7. Nous avons un nombre pair n = 2q de votants et un entier α ∈ N,
0 ≤ α < q. Le pro�l P est composé de (q − α) votes 00, α votes 10 et q votes 01. De
plus le mécanisme de départage T privilégie 01 sur 00 et 00 sur 11. Soit le vecteur de
poids w tel que W0→α ≤Wq→q+α (en fait, W0→α = Wq→q+α, car w est décroissant) et
W0→α+1 > Wq→q+α+1. Nous avons

H↓(00) = (1q+α0q−α) D(00) = W0→q+α
H↓(01) = (2α1q−α0q) D(01) = 2W0→α +Wα→q
H↓(10) = (2q1q−α0α) D(10) = 2W0→q +Wq→2q−α
H↓(11) = (2q−α1q+α) D(11) = 2W0→q−α +Wq−α→2q

Clairement, pour 0 ≤ α < q, nous avons D(00) < D(11) et D(01) < D(10). De plus,
nous avons D(01)−D(00) = W0→α −Wq→q+α. Le comité vainqueur est donc 01 grâce au
mécanisme de départage.

Supposons maintenant qu'un votant 00 transforme son vote en 10. Nous obtenons

H↓(00) = (1q+α+10q−α−1) D(00) = W0→q+α+1

H↓(01) = (2α+11q−α−10q) D(01) = 2W0→α+1 +Wα+1→q
H↓(10) = (2q1q−α−10α+1) D(10) = 2W0→q +Wq→2q−α−1
H↓(11) = (2q−α−11q+α+1) D(11) = 2W0→q−α−1 +Wq−α−1→2q

Pour 0 ≤ α < q, nous avons D(00) < D(10). Si α < q − 1, D(00) < D(11), et si
α = q − 1 alors D(00) = D(11), et le mécanisme de départage privilégie 00. De plus, nous
avons D(01)−D(00) = W0→α+1−Wq→q+α+1. La vainqueur est donc 00 et la manipulation
fonctionne.

Cet exemple reste valide pour tout entier q et, par symétrie, pour tout mécanisme
de départage T dé�ni par un ordre linéaire sur les comités. De plus, ce résultat s'étend
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à n'importe quel nombre de candidats en ajoutant des candidats factices approuvés (ou
rejetés) de façon unanime. Ainsi, nous concluons :

Proposition 3.14. Si n = 2q, w est décroissant et s'il existe α tel que W0→α = Wq→q+α
et W0→α+1 > Wq→q+α+1, 0 ≤ α < q, alors, pour tout m, AV T

w est manipulable.

Remarquons que, lorsque α = 0 dans la proposition 3.14, le vecteur de poids w doit
seulement être tel que w1 > wq+1 pour obtenir une règle manipulable. Cela implique que

Proposition 3.15. Si n = 2q, w est décroissant et s'il existe α tel que w1 > wα, pour
1 < α ≤ q + 1, alors, pour tout m, AV T

w est manipulable.

Les propositions 3.14 et 3.15 nous permettent de conclure sur la manipulation des AVw
pour tout w décroissant et pour nombre de votants pair.

Proposition 3.16. Si n est pair et w est décroissant et di�ère du vecteur de poids de
minisum, alors, pour tout m, AV T

w est manipulable.

Ce résultat implique de façon évidente que toute règle AV T
w paramétrée par un vecteur

strictement décroissant est manipulable.

Corollaire 3.1. Si n est pair et w est strictement décroissant, alors, pour tout m, AV T
w

est manipulable.

3.4.3.b Nombre de votants impair et w décroissant

Étudions maintenant comment ce résultat s'étend à un nombre impair de votants.
Certains exemples dont le principe est le même qu'en section précédente seront reversés
dans la partie annexe. Nous commençons par donner un exemple de AVw manipulable
avec un nombre impair de votants au sens faible, c'est-à-dire, dépendant d'un mécanisme
de départage des ex aequo.

Exemple 3.8. Nous considérons un nombre impair n = 2q + 1 de votants, avec un pro�l
P composé de q votes 00 et de q+ 1 votes 01. Le mécanisme de départage privilégie 01 sur
00 et 00 sur 11. Soit w décroissant tel que w1 > wq+1 + wq+2. Nous avons

H↓(00) = (1q+10q) D(00) = W0→q+1

H↓(01) = (1q0q+1) D(01) = W0→q
H↓(10) = (2q+11q) D(10) = 2W0→q+1 +Wq+1→2q+1

H↓(11) = (2q1q+1) D(11) = 2W0→q +Wq→2q+1

Alors le comité vainqueur est 01, grâce au mécanisme de départage si wq+1 = 0.

Supposons maintenant qu'un votant 00 change son vote en 10. Alors nous obtenons
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H↓(00) = (1q+20q−1) D(00) = W0→q+2

H↓(01) = (2 1q−10q+1) D(01) = 2w1 +W1→q
H↓(10) = (2q+11q−10) D(10) = 2W0→q+1 +Wq+1→2q

H↓(11) = (2q−11q+2) D(11) = 2W0→q−1 +Wq−1→2q+1

Clairement, nous avons D(00) < D(10). Si q > 1, nous avons D(00) < D(11), et
si q = 1, alors nous avons D(00) = D(11) et le mécanisme favorise 00 face à 11. De
plus, nous avons D(01)−D(00) = w1 − (wq+1 + wq+2) > 0. Le vainqueur est donc 00 et
la manipulation fonctionne.

De façon similaire au cas avec un nombre pair de votant, nous pouvons généraliser
l'exemple précédent pour traiter l'ensemble des vecteurs décroissant avec un nombre de
votants impair. L'exemple généralisé se trouve en annexe, exemple 6.1.

De même, cet exemple reste valide pour tout entier q et, par symétrie, pour tout
mécanisme de départage T , dé�ni par un ordre linéaire sur les comités. De plus, ce résultat
s'étend à n'importe quel nombre de candidats en ajoutant des candidats factices approuvés
(ou rejetés) de façon unanime. Ainsi, nous concluons :

Proposition 3.17. Si n = 2q + 1, w est décroissant et s'il existe un entier α tel que
W0→α ≤Wq→q+α+1 et W0→α+1 > Wq→q+α+2, 0 ≤ α < q, alors, pour tout m, AV T

w est
manipulable.

Remarquons que l'on peut adapter le mécanisme de départage de cet exemple pour
montrer la propriété suivante :

Proposition 3.18. Si n = 2q + 1, w est décroissant et s'il existe un entier α tel que
W0→α < Wq→q+α+1 et W0→α+1 ≥ Wq→q+α+2, 0 ≤ α < q, alors, pour tout m, AV T

w est
manipulable.

De plus si nous avons α < q−1,W0→α < Wq→q+α+1 etW0→α+1 > Wq→q+α+2, l'exemple
6.1 est indépendant de tout mécanisme de départage des ex aequo. Nous obtenons alors :

Proposition 3.19. Si n = 2q + 1, w est décroissant et s'il existe un entier α tel que
W0→α < Wq→q+α+1 et W0→α+1 > Wq→q+α+2, 0 ≤ α < q− 1, alors, pour tout m, AV T

w est
fortement manipulable.

Cependant, contrairement au cas où le nombre de votants est pair, il existe des vec-
teurs de poids décroissants w qui sont di�érents du vecteur de poids de minisum (mais
relativement proche) et qui induisent une règle AVw non manipulable. En fait, lorsque le
vecteur de poids w est assez proche de celui de minisum et que le nombre de votants est
impair, la règle AVw et la règle minisum produisent toujours le même résultat. La règle
AVw est alors équivalente à minisum et par conséquent non manipulable.

Avant d'étudier les vecteurs de poids qui sont proches de minisum, considérons la
propriété technique suivante.
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Proposition 3.20. Considérons un ensemble de n entiers {ai, i = 1 . . . n}, avec n impair,
tels que −α ≤ ai ≤ α, et

∑n
i=1 ai = −α, ainsi qu'un vecteur décroissant de taille n,

w = 〈wi, i = 1 . . . n〉, alors nous avons
∑n

i=1wi · ai ≤
∑bn/2c

i=1 wi · α−
∑n

i=bn/2c+1wi · α.

Preuve. Considérons un ensemble de n entiers {ai, i = 1 . . . n}, avec n impair, tels que
−α ≤ ai ≤ α, et

∑n
i=1 ai = −α, ainsi qu'un vecteur décroissant w = 〈wi, i = 1 . . . n〉.

Cherchons une borne supérieur de la somme
∑n

i=1wi · ai.

Remarquons d'abord que, dans le but d'obtenir une borne supérieur pour
∑n

i=1wi · ai,
les ai positifs doivent être associés aux plus grands wi disponibles, et les ai négatifs aux
plus petits wi disponibles.

Maintenant, supposons qu'il existe dans la borne supérieure, deux entiers ai1 et ai2 tels
que 0 < ai1 < α, 0 < ai2 < α et i1 < i2. Alors nous dé�nissons {a′i, i = 1 . . . n} tel que
a′i1 = min{α; ai1 + ai2}, a′i2 = max{0; ai2 − (α− ai1)}, et a′i = ai, pour i /∈ {i1, i2}. Puisque
w est décroissant, nous avons

∑n
i=1wi · ai ≤

∑n
i=1wi · a′i.

De façon similaire, si il existe dans la borne supérieure deux entiers strictement négatifs
mais strictement supérieurs à −α, nous pourrons trouver une somme pondérée plus grande
que cette borne supérieure.

Maintenant, supposons qu'il existe dans la borne supérieure un entier ai1 tel que 0 ≤
ai1 < α. Puisque

∑n
i=1 ai = −α, cela implique qu'il existe ai2 tel que ai2 = −ai1 (car deux

entiers strictement négatifs et strictement supérieurs à −α ne peuvent pas co-exister dans
une borne supérieure). Alors, nous dé�nissons {a′i, i = 1 . . . n} tel que a′i1 = α, a′i2 = −α,
et a′i = ai, pour i /∈ {i1, i2}. Puisque w est décroissant, nous avons que

∑n
i=1wi · ai ≤∑n

i=1wi · a′i.

De même, si il existe dans la borne supérieure un entier strictement négatif qui di�ère
de −α, alors il existe une somme pondérée supérieure à cette borne.

Cela implique que dans la borne supérieure, les ai sont soit égaux à α soit à −α. Ainsi,
nous obtenons

n∑
i=1

wi · ai ≤
bn/2c∑
i=1

α · wi −
n∑

i=bn/2c+1

α · wi

Nous pouvons maintenant étudier les vecteurs de poids décroissants qui sont proches
des vecteurs de poids de minisum.

Proposition 3.21. Étant donnés n = 2q + 1 et w décroissant, si il existe un pro�l P tel
que AVw(P ) 6= minisum(P ), alors W0→q ≥Wq→2q+1.

Preuve. Considérons n = 2q + 1, w décroissant et P tel que AVw(P ) 6= minisum(P ).
Nous noterons c = minisum(P ) et c′ = AVw(P ), deux comités vainqueurs respectivement
pour minisum et pour AVw. Puisque le nombre de votants est impair, minisum possède un
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unique comité vainqueur, ainsi nous avons minisum(c′, P )−minisum(c, P ) = α, pour un
certain α ≥ 1. Maintenant, étudions la di�érence entre les scores AVw de c et c′.

D(c)−D(c′) =
n∑
i=1

wi · (H↓(c)i −H↓(c′)i)

Remarquons que le nombre de candidats qui di�èrent de c à c′ est au plus α. En e�et,
c contient tout les candidats approuvés par une majorité de votants. Ainsi, enlever un
candidat de c ou ajouter un candidat à c (dans le but d'obtenir c′) augmentera son score
minisum d'au moins une unité.

Maintenant, prouvons que pour tout 1 ≤ i ≤ n, on a −α ≤ (H↓(c)i −H↓(c′)i) ≤ α.

Soit i un entier tel que 1 ≤ i ≤ n, nous notons v le votant correspondant à la ie co-
ordonnée de H(c) et v′ le votant correspondant à la ie coordonnée de H(c′). Sans perte
de généralité, par symétrie, nous pouvons supposer que H(c, v) −H(c, v′) ≥ 0. Avec l'in-
équation H(c, v′)−H(c′, v′) ≥ −α, nous obtenons H(c, v) − H(c′, v′) ≥ −α, ce qui est
exactement H(c)i −H(c′)i ≥ −α. De plus, puisque v′ est le votant correspondant à la ie

coordonnée de H(c′), nous avons que H(c′, v′) ≥ H(c, v) − α. Cela implique alors que
H(c, v)−H(c′, v′) ≤ α, ce qui est exactement H(c)i −H(c′)i ≤ α.

En�n, cherchons une borne supérieure pour
∑n

i=1wi · (H↓(c)i −H↓(c′)i).

Rappelons que pour tout 1 ≤ i ≤ n, nous avons :

−α ≤ (H↓(c)i −H↓(c′)i) ≤ α

De plus, puisque minisum(c′, P )−minisum(c, P ) = α, nous avons :

n∑
i=1

(H↓(c)i −H↓(c′)i) = −α

Alors nous pouvons appliquer le résultat de la proposition 3.20, et nous obtenons :

n∑
i=1

wi · (H↓(c)i −H↓(c′)i) ≤
q∑
i=1

α · wi −
n∑

i=q+1

α · wi

Mais puisque c′ = AVw(P ), nous savons que D(c)−D(c′) ≥ 0. Et ainsi, nous avons :

0 ≤
q∑
i=1

α · wi −
n∑

i=q+1

α · wi

Ceci implique W0→q ≥Wq→2q+1.
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Ce résultat implique que si le vecteur de poids est proche de minisum (c'est-à-dire si
W0→q < Wq→2q+1) et que le nombre de votants est impair, alors AVw est équivalente à
minisum. Dans ce cas, AVw est donc résistante à la manipulation.

Proposition 3.22. Si n = 2q + 1, w est décroissant et tel que W0→q < Wq→2q+1, alors
AVw est résistante à la manipulation.

Jusqu'ici, nous savons grâce aux propositions 3.18 et 3.22 que :

• si w est telle que wq+1 > 0 et W0→q ≥Wq→2q+1 alors AVw est manipulable,

• si W0→q < Wq→2q+1 alors AVw est équivalente à minisum, et est donc résistante à la
manipulation.

Nous avons encore à explorer les vecteurs de poids qui sont proches du vecteur de
minimax, c'est-à-dire, lorsque wq+1 = 0. En fait, la proposition 3.17 peut être utilisée pour
traiter ces cas. En e�et, lorsque α = 0 et wq+1 = 0 dans la proposition 3.17, le vecteur de
poids doit seulement véri�er w1 > 0 pour induire une règle manipulable. Ceci implique :

Proposition 3.23. Si n = 2q + 1 et w est décroissant et tel que w1 > 0 et wq+1 = 0,
alors, pour tout m, AV T

w est manipulable.

Ainsi, à la �n de cette section, nous pouvons conclure sur la manipulation des règles
AVw avec un nombre impair de votants et un vecteur décroissant. D'une part, les vecteurs
de poids w décroissants proche de minisum induisent des règles AVw équivalentes à minisum
et donc non manipulables. D'autre part, pour les vecteurs w qui n'induisent pas minisum,
les règles AVw sont manipulables.

Proposition 3.24. Si n est impair et w est décroissant et n'induit pas minisum, alors,
pour tout m, AV T

w est manipulable.

La conclusion des sections 3.4.3.a et 3.4.3.b est que la règle minisum est la seule règle
non manipulable parmi les règles AVw avec un vecteur de poids décroissant.

3.4.3.c Nombre de votants pair et w croissant

Dans les deux sections suivantes, nous nous concentrons sur des vecteurs de poids
croissants. Il est alors nécessaire de supposer que les préférences des votants sont Hamming-
cohérentes : étant donné top(>i) pour un votant i, c'est-à-dire son comité préféré, nous
supposons que pour tout c, c′ ∈ 2X ,

c �i c′ ⇔ dH(c, top(>i)) ≤ dH(c′, top(>i)).

De même que précédemment, l'étude est séparée en deux cas, celui où le nombre de
votants est pair et celui où il est impair.
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Nous considérons d'abord un exemple extrême d'OWA croissante, qui est minimin,
pour laquelle w = 〈0, . . . , 0, 1〉. Avec cette règle, le score agrégé d'un comité est égal à la
distance de Hamming la plus faible avec le pro�l.

Pourm = 2, minimin est manipulable au sens faible (grâce au mécanisme de départage).
En e�et, remarquons que minimin choisira toujours comme comité vainqueur, le vote de
P le plus prioritaire selon T . Alors, considérons le pro�l P composé d'un vote 00 et d'un
vote 11 et supposons que 01 >T 11 >T 00. Le vainqueur est 11 grâce au mécanisme de
départage. Si le votant 00 vote 01 alors, le vainqueur est 01, encore une fois grâce au
mécanisme de départage. La manipulation est donc réussie, car ce votant préfère 01 to 11.

Maintenant, nous considérons des vecteurs de poids arbitrairement croissants, avec un
nombre de votants pairs. Commençons par un exemple.

Exemple 3.9. Nous considérons un nombre pair n = 2q de votants et un pro�l P composé
de q − 1 votes 00, 1 vote 10 et q votes 01. Le mécanisme de départage privilégie 01 face à
10, et 00 face à 01. Soit w tel que w1 < wq+1. Nous avons alors

H↓(00) = (1q+10q−1) D(00) = W0→q+1

H↓(01) = (2 1q−10q) D(01) = 2w1 +W1→q
H↓(10) = (2q1q−10) D(10) = 2W0→q +Wq→2q−1
H↓(11) = (2q−11q+1) D(11) = 2W0→q−1 +Wq−1→2q

Clairement, nous avons D(00) < D(11). De plus, nous avons D(01) ≤ D(10) et si
D(01) = D(10) alors le mécanisme de départage favorise 01 face à 10. Finalement, nous
avons D(01)−D(00) = w1 − wq+1 et le vainqueur est 01.

Supposons que le votant 10 change son vote en 00. Nous avons maintenant

H↓(00) = (1q0q) D(00) = W0→q
H↓(01) = (1q0q) D(01) = W0→q
H↓(10) = (2q1q) D(10) = 2W0→q +Wq→2q

H↓(11) = (2q1q) D(11) = 2W0→q +Wq→2q

Le vainqueur est 00 grâce au mécanisme de départage est la manipulation est réussie, car
le votant 10 préfère 00 à 01 (avec l'hypothèse d'Hamming-cohérence des préférences).

Encore une fois, il est possible de généraliser cet exemple a�n de traiter tout vec-
teur croissant avec un nombre pair de votants. L'exemple généralisé se trouve en annexe,
exemple 6.2.

De même qu'en section précédente, cet exemple reste valide pour tout entier q et, par
symétrie, pour tout mécanisme de départage T , dé�ni par un ordre linéaire sur les comités.
De plus, ce résultat s'étend à n'importe quel nombre de candidats en ajoutant des candidats
factices approuvés (ou rejetés) de façon unanime. Ainsi, nous concluons :

Proposition 3.25. Si n = 2q, w est croissant et il existe α tel que W0→α−1 = Wq→q+α−1
et W0→α < Wq→q+α, 0 < α ≤ q, alors, pour tout m, AV T

w est manipulable.
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Remarquons que lorsque α = 1 dans la proposition 3.25, le vecteur de poids w doit
seulement véri�er w1 < wq+1 pour induire une règle manipulable. Cela implique

Proposition 3.26. Si n = 2q, w est croissant et il existe α tel que w1 < wα, pour
1 < α ≤ q + 1, alors, pour tout m, AV T

w est manipulable.

Les propositions 3.25 et 3.26 nous permettent de conclure sur la manipulation des AVw
pour tout w croissant et pour un nombre de votants pair.

Proposition 3.27. Si le nombre de votants est pair et w est croissant et di�ère du vecteur
de poids de minisum, alors, pour tout m, AV T

w est manipulable.

Cette propriété implique de façon évidente que toute règle AV T
w paramétrée par un

vecteur strictement croissant est manipulable.

Corollaire 3.2. Si le nombre de votants est pair et w est strictement croissant, alors, pour
tout m, AV T

w est manipulable.

3.4.3.d Nombre de votants impair et w croissant

Maintenant, nous étudions comment ce résultat s'étend à un nombre impair de votants,
avec un vecteur de poids toujours croissant.

Nous donnons d'abord un exemple de AVw manipulable pour un nombre impair de
votants et 2 candidats, au sens faible, c'est-à-dire, en utilisant un mécanisme de départage
des ex aequo.

Exemple 3.10. Nous considérons un nombre impair n = 2q + 1 de votants et un pro�l
P composé de q votes 01, 1 vote 11 et q votes 10. Le mécanisme de départage favorise 10
face à 01 et 10 face à 11. Soit w un vecteur de poids croissant tel que W0→q ≤ Wq+1→2q

et W0→q−1 > Wq+1→2q−1. Nous avons

H↓(00) = (2 12q) D(00) = 2w1 +W1→2q+1

H↓(01) = (2q 1 0q) D(01) = 2W0→q + wq+1

H↓(10) = (2q 1 0q) D(10) = 2W0→q + wq+1

H↓(11) = (12q 0) D(11) = W0→2q

Clairement, nous avons que D(11) < D(00) et D(01) = D(10). De plus, nous avons
D(10)−D(11) = W0→q −Wq+1→2q, alors D(10) ≤ D(11). Le vainqueur est donc 10, grâce
au départage avec 01 et avec 11 si W0→q = Wq+1→2q.

Maintenant, supposons qu'un des votants 01 vote 11. Nous avons alors

H↓(00) = (2212q−1) D(00) = 2W0→2 +W2→2q+1

H↓(01) = (2q120q−1) D(01) = 2W0→q +Wq→q+2

H↓(10) = (2q−1120q) D(10) = 2W0→q−1 +Wq−1→q+1

H↓(11) = (12q−102) D(11) = W0→2q−1
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Clairement, nous avons D(11) < D(00) et D(10) ≤ D(01). De même, nous avons
D(10)−D(11) = W0→q−1 −Wq+1→2q−1, ce qui implique que D(11) < D(10). Ainsi le
vainqueur est 11. La manipulation est réussie, car le votant 01 préfère 11 à 10.

De façon similaire au cas précédent, nous pouvons généraliser l'exemple précédent pour
traiter toutes les règles paramétrées par des vecteurs croissants avec un nombre de votants
impair. L'exemple généralisé se trouve en annexe, exemple 6.3.

De même qu'en section précédente, cet exemple reste valide pour tout entier q et, par
symétrie, pour tout mécanisme de départage T , dé�ni par un ordre linéaire sur les comités.
De plus, ce résultat s'étend à n'importe quel nombre de candidats en ajoutant des candidats
factices approuvés (ou rejetés) de façon unanime. Alors, nous concluons :

Proposition 3.28. Si n = 2q+1, w est un vecteur de poids croissant et il existe un entier
α tel que W0→q−α ≤Wq+1→2q−α et W0→q−α−1 > Wq+1→2q−α−1, 0 ≤ α < q, alors, pour
tout m, AV T

w est manipulable.

Remarquons que nous pouvons adapter le mécanisme de départage de cet exemple pour
montrer que :

Proposition 3.29. Si n = 2q+1, w est un vecteur de poids croissant et il existe un entier
α tel que W0→q−α < Wq+1→2q−α et W0→q−α−1 ≥ Wq+1→2q−α−1, 0 ≤ α < q, alors, pour
tout m, AV T

w est manipulable.

Cependant, remarquons que cet exemple généralisé ne traite pas les vecteurs croissants
tels que W0→q+1 ≤ Wq+1→2q+1 et W0→q > Wq+1→2q. En e�et, avec de tels vecteurs de
poids et seulement deux candidats, AV T

w induit minisum (proposition 3.34) et est donc
résistante à la manipulation. L'exemple suivant prouve la manipulabilité de tels vecteurs,
et il requiert trois candidats.

Exemple 3.11. Nous considérons un nombre impair n = 2q+ 1 de votants et 3 candidats.
Le pro�l P est composé de q votes 100, 1 vote 010 et q votes 111. Le mécanisme de départage
favorise 111 face à 010, face à 100 et face à 110. Soit w un vecteur croissant tel que
W0→q+1 ≤Wq+1→2q+1 et W0→q > Wq+1→2q. Nous avons

H↓(000) = (3q1q+1) D(000) = 3W0→q +Wq→2q+1

H↓(001) = (22q+1) D(001) = 2W0→2q+1

H↓(010) = (22q01) D(010) = 2W0→2q

H↓(011) = (3q1q+1) D(011) = 3W0→q +Wq→2q+1

H↓(100) = (2q+10q) D(100) = 2W0→q+1

H↓(101) = (3 12q) D(101) = 3w1 +W1→2q+1

H↓(110) = (12q+1) D(110) = W0→2q+1

H↓(111) = (2q+10q) D(111) = 2W0→q+1

Clairement, le score de 110 est strictement inférieur aux scores de 000, 001, 011 et
101 (en e�et, nous avons W0→q > Wq+1→2q ce qui implique w1 > 0). Nous avons aussi
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D(111) = D(100) et D(111) ≤ D(010) et le mécanisme de départage favorise 111 dans les
deux cas. En�n, nous avons D(111)−D(110) = W0→q+1−Wq+1→2q+1. Ainsi, le vainqueur
est 111, grâce au départage avec 110 si W0→q+1 = Wq+1→2q+1.

Maintenant, supposons qu'un votant 100 change son vote en 110. Nous avons alors

H↓(000) = (3q 2 1q) D(000) = 3W0→q + 2wq+1 +Wq+1→2q+1

H↓(001) = (3 22q) D(001) = 3w1 + 2W1→2q+1

H↓(010) = (22q−1 1 0) D(010) = 2W0→2q−1 + w2q

H↓(011) = (3q−1 2 1q+1) D(011) = 3W0→q−1 + 2wq +Wq→2q+1

H↓(100) = (2q+1 1 0q−1) D(100) = 2W0→q+1 + wq+2

H↓(101) = (3 2 12q−1) D(101) = 3w1 + 2w2 +W2→2q+1

H↓(110) = (12q 0) D(110) = W0→2q

H↓(111) = (2q 1 0q) D(111) = 2W0→q + wq+1

Clairement, le score de 110 est toujours strictement inférieur aux scores de 000, 001,
011 et 101. Nous avons D(111) < D(100) et D(111) ≤ D(010). En�n, nous avons que
D(111) − D(110) = W0→q −Wq+1→2q. Ainsi, le vainqueur est 110. La manipulation est
donc réussie, car le votant 100 préfère 110 à 111.

Encore une fois, cet exemple reste valide pour tout entier q, pour tout mécanisme de
départage T dé�ni par un ordre linéaire sur les comités et pour tout nombre de candidats
supérieur à 3. Alors, nous concluons :

Proposition 3.30. Si n = 2q + 1, w est croissant et tel que W0→q+1 ≤ Wq+1→2q+1 et
W0→q > Wq+1→2q, alors, pour tout m ≥ 3, AV T

w est manipulable.

De même, nous pouvons adapter le mécanisme de départage de cet exemple pour mon-
trer que :

Proposition 3.31. Si n = 2q + 1, w est croissant et tel que W0→q+1 < Wq+1→2q+1 et
W0→q ≤Wq+1→2q, alors, pour tout m ≥ 3, AV T

w est manipulable.

Cependant, comme pour le cas décroissant, lorsque le nombre de votants est impair
il existe des vecteurs de poids croissants w qui di�érent du vecteur de poids de minisum
mais qui induisent une règle AVw non manipulable. En fait, lorsque le vecteur de poids w
est proche de celui de minisum et que le nombre de votants est impair, la règle AVw et la
règle minisum produisent toujours le même résultat. La règle AVw est donc équivalente à
minisum et par conséquent non manipulable :

Proposition 3.32. Étant donnés n = 2q + 1 et w croissant, si il existe un pro�le P tel
que AVw(P ) 6= minisum(P ), alors W0→q+1 ≤Wq→2q+1.

La preuve de cette propriété est similaire à celle de la propriété 3.21 et se trouve en
partie annexe, preuve 6.2.

86



3.4. Manipulation

Ce résultat implique que si le vecteur de poids est proche de celui de minisum, alors
AVw(P ) induit minisum, et, par conséquent, est résistante à la manipulation.

Proposition 3.33. Si n = 2q + 1 et w est croissant et tel que W0→q+1 > Wq+1→2q+1,
alors AVw est résistante à la manipulation.

De plus, montrons maintenant que les vecteurs w tels que W0→q > Wq+1→2q induisent
eux aussi minisum, lorsqu'il n'y a que deux candidats.

Proposition 3.34. Si n = 2q + 1, m = 2, w est croissant et tel que W0→q > Wq+1→2q,
alors AVw est équivalente à minisum.

De même, la preuve de cette propriété est similaire à la précédente et se trouve en
annexe, preuve 6.2.

Jusqu'ici, les propositions de cette section (3.28, 3.29, 3.30, 3.31, 3.33 et 3.34) nous
permettent de conclure que :

• si w est tel que w1 > 0 et W0→q+1 ≤Wq+1→2q+1 alors AVw est manipulable,

• de plus si w1 = 0 et wq+1 > 0 alors AVw est manipulable (ce qui correspond au cas
où α = q − 1 dans l'exemple généralisé),

• si W0→q+1 > Wq+1→2q+1 alors AVw est équivalente à minisum et est donc résistante
à la manipulation,

• et en�n si W0→q > Wq+1→2q et m = 2 alors AVw est aussi égale minisum et de même
résistante à la manipulation.

Il nous reste à explorer les vecteurs de poids qui se trouvent proche de minimin, lorsque
wq+1 = 0. Supposons alors que wq+1 = 0. L'exemple généralisé en annexe, exemple 6.4,
nous permet de montrer que dans ce cas les règles AVw sont aussi manipulables. Ce résultat
demeure valide pour tout q, pour tout mécanisme de départage (par symétrie), ainsi que
pour tout nombre de candidats. Par conséquent, nous concluons :

Proposition 3.35. Si n = 2q + 1, w est croissant et qu'il existe α tel que w2q−α = 0 et
w2q+1−α > 0, alors, pour tout m, AV T

w est manipulable.

La conclusion des sections 3.4.3.c et 3.4.3.d est que dès lors qu'un vecteur de poids w
croissant n'induit pas minisum, le règle AV T

w est manipulable.

Finalement, les résultats obtenus dans les sections 3.4.3.a, 3.4.3.b, 3.4.3.c et 3.4.3.d nous
permettent de répondre à la question que l'on s'est posée en début de partie, à savoir :
minisum est-elle la seule règle non manipulable parmi les règles AVw avec un vecteur de
poids monotone.
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Théorème 6. La règle minisum est la seule règle non manipulable parmi les règles AVw
avec un vecteur de poids w monotone, lorsque l'on considère un ordre linéaire comme
mécanisme de départage des ex aequo.

Ce résultat souligne le lien qui existe entre équité et manipulation dans les règles de
vote à vainqueurs multiples.

3.4.4 Résumé

Cette section porte sur la manipulation de minimax et des règles AVw.

Dans un premier temps, nous étudions la manipulabilité de la règle minimax avec deux
candidats, selon les trois manières de procéder présentées en section 3.4.1. En �détermini-
sant� minimax par un mécanisme de départage des ex aequo, nous avons montré que mi-
nimax est manipulable, même avec deux candidats. Puis, avec l'hypothèse des préférences
cardinales, nous avons montré que la règle minimax non déterministe avec mécanisme de
départage randomisé est résistante à la manipulation. En�n, la règle irrésolue minimax a été
montrée résistante à la manipulation avec les principes d'extensions optimiste, pessimiste
et de Gärdenfors (et donc aussi pour les principes de Kelly et de Fishburn).

Dans un second temps, nous nous sommes intéressés à la manipulation des règles AVw
paramétrées par des vecteurs de poids monotones. L'étude des vecteurs décroissants s'est
structurée en deux sections en fonction de la parité du nombre de votants. D'une part,
lorsque le nombre de votants est pair, toute règle AVw paramétrée par un vecteur décrois-
sant qui di�ère du vecteur de minisum est manipulable. D'autre part, avec un nombre
impair de votants, certains vecteurs de poids proche de celui de minisum conduisent à des
règles AVw équivalentes à minisum et donc non manipulables. Cependant les règles AVw
qui ne sont pas équivalentes à minisum sont démontrées manipulables. L'étude des vec-
teurs croissants est analogue à celle-ci. La conclusion de cette étude est donc que minisum
est la seule règle paramétrée par un vecteur de poids monotone qui est résistante à la
manipulation.

3.5 Nombre de comités vainqueurs ex aequo

Dans cette section, nous étudions le nombre moyen de comités vainqueurs ex aequo
pour minisum, minimax et les règles AVw.

Une des critiques à l'encontre de minimax par rapport à minium est son caractère non
décisif, dû à l'augmentation du nombre de comités ex aequo. Cela s'explique par l'utilisa-
tion de l'opérateur maximum qui possède moins de pouvoir discriminant que l'opérateur
somme. Cette augmentation a pour e�et principal d'accroître l'importance du mécanisme
de départage des ex aequo, ce qui n'est clairement pas souhaitable.

Dans un premier temps, nous étudierons théoriquement le pire cas, c'est-à-dire, le plus
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grand nombre de comités ex aequo lors d'une élection. Dans un second, nous e�ectuerons
une étude expérimentale du nombre moyen de comités vainqueurs pour des exemples de
règles AVw(i), dont minisum et minimax.

3.5.1 Étude théorique du pire cas

Étudions maintenant le nombre de comités ex aequo dans le pire des cas pour les règles
AVw(i).

Remarquons d'abord que, même pour minisum, la taille de l'ensemble des comités vain-
queurs peut croître de façon exponentielle par rapport au nombre de candidats. En e�et,
si on considère l'exemple d'une élection où chaque candidat est approuvé par exactement
la moitié des votants, alors tous les comités sont vainqueurs ex aequo. Par contre, pour un
nombre impair de votants, il n'existe pas de candidat approuvé par exactement la moitié
des votants, donc il existe un unique comité vainqueur. Mais ce dernier résultat ne s'étend
pas aux règles AVw(i) pour i ≥ 1 :

Proposition 3.36. Pour tout i ≥ 1, il existe une famille d'élections telles que la taille de
l'ensemble des comités vainqueurs ex aequo pour AVw(i) est exponentielle par rapport au
nombre de candidats.

Preuve. Nous dé�nissons une famille in�nie d'élections (En·m)n,m∈N telle que la taille de
l'ensemble des comités vainqueurs est en O(2

m
2 ).

Considérons la famille in�nie d'élection (En·m)n,m∈N = (X,N,P ), avec un nombre
pair de votants, où P est le pro�l d'approbations suivant : n/2 votants approuvent tous
les candidats et les n/2 autres votants n'en approuvent aucun.

Remarquons alors que, par construction d'une telle élection, le vecteur ordonné des
distances de Hamming, H↓(c, P ), d'un comité c au pro�l P véri�e :

H↓(c, P ) = (βc, . . . , βc, αc, . . . , αc),

avec αc, βc ∈ N, n/2 occurrences de chaque αc et βc, αc ≤ βc et αc + βc = m.

Maintenant, considérons une élection en·m de cette famille, un vecteur de poids w(i),
i = 1 . . . n− 1, et un comité c. Nous distinguons deux cas :

• si i ≥ n/2, alors
Ow(i)(H(c, P )) = (n− i) · βc

• si i < n/2, alors

Ow(i)(H(c, P )) = n/2 · βc + (n/2− i) · αc
= n/2 · (βc + αc)− i · (m− βc)
= n/2 ·m− i ·m+ i · βc
= (n/2− i)m+ i · βc
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Ces deux résultats nous montrent que minimiser Ow(i)(H(c, P )) est équivalent à minimiser
la valeur de βc. Les comités pour lesquels la valeur de βc est minimale sont les comités qui
contiennent m/2 candidats si m est pair, et bm/2c ou bm/2c+ 1 si m est impair. Ainsi, il
existe O(2

m
2 ) comités qui véri�ent cette condition.

En utilisant le même raisonnement, nous pouvons construire une famille d'élections
avec un nombre impair de votants, telle que pour chacune des élections de cette famille, la
taille de l'ensemble des comités vainqueurs pour AVw(i) soit en O(2

m
2 ), pour i ≥ 1.

Remarquons cependant que ce résultat ne nous informe pas sur la possiblité de trou-
ver une caractérisation simple de l'ensemble des comités vainqueurs, comme c'est le cas
pour minisum (rappelons que pour minisum les comités vainqueurs sont les comités qui
contiennent l'ensemble des candidats approuvés par une stricte majorité de votants et
aucun des candidats approuvés par moins que la stricte majorité).

Ainsi, dans le pire des cas, toutes les règles AVw(i) peuvent aboutir à un nombre expo-
nentiel de comités vainqueurs ex aequo. Seule la règle minisum fait exception ; lorsque le
nombre de votants est impair, minisum ne possède qu'un comité vainqueur.

Étudions maintenant par l'expérimentation, le nombre moyen de comités ex aequo pour
une règle donnée.

3.5.2 Étude expérimentale

Dans cette section, nous observons le comportement de certaines règles AVw(i) par
rapport au nombre de comités ex aequo. Cette brève étude expérimentale a pour objectif
de mettre en perspective les critiques portant sur le nombre de comités vainqueurs ex aequo
pour minimax.

Pour ce faire, nous avons tiré de l'ordre de 104 élections suivant une distribution de
probabilité uniforme 2 sur les votes possibles. Étant donnée une règle AVw(i), nous avons
alors calculé la moyenne du nombre de comités ex aequo sur ces élections.

Comme pour la manipulation, les résultats obtenus sont partiellement di�érents si on
considère un nombre pair ou impair de votants. Commençons par considérer un nombre
impair de votants.

La �gure 3.1 regroupe les résultats obtenus avec cinq votants pour les règles minisum,
AVw(1), AVw(2), AVw(3) et minimax. Pour chacune de ces règles, nous obtenons une courbe
qui représente le nombre moyen de comités vainqueurs ex aequo en fonction du nombre de
candidats.

Tout d'abord, on véri�e le fait qu'il existe un seul comité vainqueur pour minisum
lorsque le nombre de votants est impair. Ensuite on remarque que le nombre de comités
de minimax est le plus élevé parmi les règles étudiées. Avec 5 candidats, le nombre moyen

2. Il s'agit de l'hypothèse de culture impartiale que nous expliquerons plus en détail dans la section
5.3.3.a.
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Figure 3.1 � Nombre moyen de comités ex aequo en fonction du nombre de candidats,
pour n = 5.

de comités vainqueurs est de 5 et augmente jusqu'à 30 avec 10 candidats. Finalement, les
règles AVw(1), AVw(2) et AVw(3) se situent au même niveau et produisent en moyenne la
moitié moins de comités vainqueurs que minimax. Notons aussi que le nombre moyen de
comités pour le règle AVw(2) est plus petit que pour la règle AVw(1). Ainsi, contrairement
à ce que l'on pourrait penser, l'augmentation du nombre moyen de comités ex aequo n'est
pas systématique lorsque l'on se rapproche de minimax.

Maintenant, considérons un nombre pair de votants.

2 3 4 5 6 7 8 9 10

10

20

30

AVw(1)

AVw(2)

AVw(3)

AVw(4)

minisum

minimax

Figure 3.2 � Nombre moyen de comités ex aequo en fonction du nombre de candidats,
pour n = 6.

La �gure 3.2 regroupe les résultats obtenus avec 6 votants pour les règles minisum,
AVw(1), AVw(2), AVw(3), AVw(4) et minimax. Pour chacune de ces règles, nous obtenons
une courbe qui représente le nombre moyen de comités vainqueurs ex aequo en fonction du
nombre de candidats.

Encore une fois, on observe que la règle minimax est la règle avec le plus grand nombre
moyen de comités ex aequo. Cependant, cette fois-ci, la règle minisum est la seconde règle
possédant le plus grand nombre de comités vainqueurs, avec près de la moitié de ceux
de minimax. Les règles AVw(1), AVw(2), AVw(3) et AVw(4) se situent sous la courbe de
minisum, et produisent 3 à 4 fois de comités ex aequo que minimax.

Pour conclure cette brève étude expérimentale, observons comment ces règles se com-
portent lorsque le nombre de votants augmente. La �gure 3.3 représente le nombre de
comités vainqueurs moyen en fonction du nombre de candidats, avec 36 votants.
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AVw(33)

AVw(34)

minimax

Figure 3.3 � Nombre moyen de comités ex aequo en fonction du nombre de candidats,
pour n = 36.

Tout d'abord, le nombre de comités vainqueurs moyen est globalement plus faible pour
l'ensemble des règles considérées (sauf minimax) par rapport à la situation avec 6 votants.
Ce phénomène n'est pas étonnant. Dans le premier cas, le nombre de votant très faible par
rapport au nombre de comités possibles (entre 4 et 1024) rend l'issue du vote très incertaine.
En e�et, il existe une forte probabilité que chaque votant vote pour un comité di�érent.
L'augmentation du nombre de votants implique une augmentation de la probabilité que
deux votants votent pour le même comité, ce qui rend le vote moins incertain.

On remarque qu'avec un nombre de votants plus grand, minimax est toujours la règle
avec le plus grand nombre moyen de comités. Minisum et la plupart des règles AVw(i)
possèdent un nombre de comités vainqueurs faible, en moyenne 15 fois plus faible que
celui de minimax. En�n, seules les règles AVw(i) proche de minimax (i ≥ 30) voient leur
nombre de comités ex aequo augmenter signi�cativement lorsque l'on fait varier le nombre
de candidats de 2 à 10.

3.5.3 Résumé

Cette section porte sur l'étude du nombre de comités vainqueurs ex aequo pour mini-
sum, minimax et les règles AVw(i).

La première partie du chapitre porte sur l'étude théorique du nombre de comités vain-
queurs dans le pire cas. Nous montrons que toutes les règles AVw(i) peuvent aboutir à un
nombre exponentiel de comités vainqueurs ex aequo. Seule la règle minisum fait exception ;
lorsque le nombre de votants est impair, minisum ne possède qu'un comité vainqueur.

La seconde partie porte sur l'étude expérimentale du nombre moyen de comités vain-
queurs. Avec l'hypothèse de culture impartiale (distribution de probabilité uniforme des
votes), on observe que minimax produit un nombre de comités vainqueurs bien plus élevé
que les autres règles AVw(i). De plus, lorsque le nombre de votants est pair, minisum aussi
possède un nombre de comités ex aequo plus élevé que les autres règles AVw(i).
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Chapitre 4

Vote par approbation et
domaines combinatoires :
préférences non séparables

Résumé
Le vote par approbation est une méthode simple et e�cace pour

conduire des élections de comités et de façon similaire des référendums multiples.
Dans cette méthode, chaque votant approuve un ensemble de candidats (ou proposi-
tions), et le comité optimal (ou les propositions acceptées) est dé�ni selon un processus
d'optimisation qui, dans un premier temps, calcule la satisfaction d'un votant en pre-
nant en compte le nombre de candidats approuvés ou rejetés qui ont été sélectionnés
ou non sélectionnés, et dans un second temps, agrège la satisfaction des di�érents
votants. Tandis que cette approche est adaptée dans le cas où les votants possèdent
des préférences séparables, elle l'est moins dans le cas contraire. En e�et, un votant
ne peut pas exprimer ses préférences sur un candidat conditionnées par le fait qu'un
autre candidat est déjà élu. Nous proposons, dans ce chapitre, une famille de règles
fondées sur le vote par approbation pour les élections de comités et les référendums
multiples, où les votes par approbation sont généralisés en des votes par approba-
tion conditionnelle. Nous nous concentrons sur trois règles. Les deux premières règles
sont les généralisations naturelles des règles minisum et minimax, tandis que la troi-
sième est une version du vote séquentiel sur des domaines combinatoires fondée sur
le vote par approbation conditionnelle. Nous explorons la complexité de calcul et les
propriétés axiomatiques de ces règles, comparons leurs résultats, avant d'étudier leur
manipulabilité.
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4.1. Introduction

4.1 Introduction

Le vote par approbation est une méthode simple et e�cace pour conduire des élections
de comités et de façon similaire des référendums multiples. En vote par approbation, chaque
votant exprime ses préférences à l'aide d'un vote qui consiste en un sous-ensemble de
candidats approuvés par ce dernier. Les élections de comités et les référendums multiples
sont un cas particulier de vote sur des domaines combinatoires. Rappelons qu'un domaine
de vote combinatoire est un produit cartésien de plusieurs domaines, où chaque domaine
est composé d'un ensemble �ni de valeurs pour une variable donnée.

Dans le chapitre 3, nous avons étudié les règles minisum et minimax pour les élec-
tions de comités. Ces règles, fondées sur la distance de Hamming, ont été conçues pour
des préférences séparables, c'est-à-dire, des préférences pour lesquelles il n'existe pas de
dépendances préférentielles entre les variables. Cependant dans de nombreuses situations,
les préférences des votants ne sont pas séparables.

Prenons deux exemples de préférences séparables et non séparables sur des domaines
combinatoires. Considérons la situation du choix d'un menu commun. Dans cet exemple,
le domaine de vote est composé de 2 variables D = D1 × D2, où D1 = {m, f, v} (meat,
�sh, vegetarian dish) et D2 = {r, w, b} (red wine, white wine, beer). Les votants doivent
décider d'un menu commun, c'est-à-dire choisir le plat et la boisson. Supposons qu'un
votant possède les préférences suivantes :

mr � mb � mw � fr � fb � fw � vr � vb � vw

Dans ce cas les préférences du votant sont séparables (m � f � v et r � b � w). Il n'existe
donc pas de dépendance entre les variables. Ce votant peut exprimer ses préférences sous
la forme d'un vote par approbation sans di�cultés, et les règles de minisum et minimax
sont appropriées. Maintenant supposons que les préférences du votant soient les suivantes :

mr � fw � mb � mw � fb � fr � vr � vb � vw

Dans ce cas les préférences du votant ne sont pas séparables. En e�et, on s'aperçoit que
lorsque la viande (m) est choisie le votant préfère le vin rouge au blanc (mr � mw), mais
lorsque le poisson (f) est choisi, la préférence s'inverse (fw � fr). Ainsi, les préférences
sur la boisson sont conditionnées par le choix du plat. Le votant ne peut pas exprimer cette
dépendance avec le vote par approbation classique.

Le problème de ce chapitre est alors de savoir comment généraliser le vote par appro-
bation et les règles minisum et minimax pour des préférences non séparables ?

4.1.1 Motivation et plan

Les situations de décisions collectives sur des domaines combinatoires sont nombreuses.
Comme on l'a déjà mentionné, les élections de comités et les référendums multiples sont des
cas particuliers de vote sur des domaines combinatoires très présents dans la vie politique.
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Généralement, dans ces deux types d'élections, le mécanisme de vote utilisé est le vote par
approbation.

Le vote par approbation possède des caractéristiques intéressantes dans le cadre du
vote sur des domaines combinatoires. En particulier, il permet aux votants d'exprimer
relativement facilement leurs préférences, comparé aux ordres de préférences qui demandent
un e�ort trop important. De plus, il s'applique aussi bien aux élections à vainqueur unique
qu'aux élections à vainqueurs multiples.

Le vote par approbation a déjà été étudié dans le cadre des élections de comités et
des référendums multiples. Cependant, toutes les méthodes que nous connaissons pour le
vote par approbation à vainqueurs multiples ne permettent pas aux votants d'exprimer
des préférences conditionnelles. Ces méthodes, qui sont présentées en section 2.3.4, font en
général l'hypothèse que les votants possèdent des préférences séparables. Comme nous le
verrons avec l'exemple du choix d'un menu commun dans la section 4.2, cette hypothèse
n'est pas adaptée dans certains cas, en particulier quand il existe des dépendances entre
les variables.

Nous proposons une famille de méthodes qui allie à la fois la simplicité du vote par ap-
probation et la possibilité d'exprimer des préférences conditionnelles, à l'aide d'approbations
conditionnelles.

Dans la section suivante, nous introduirons le vote par approbation conditionnelle, où
les votants approuvent des valeurs pour une variable sachant que des valeurs pour d'autres
variables ont été sélectionnées. L'alternative vainqueur est le résultat d'un processus d'op-
timisation dont nous dé�nissons deux variantes. La première est la généralisation naturelle
du vote par approbation simple, minisum, et la seconde est la généralisation de minimax 1.
La généralisation d'autres méthodes comme le vote par approbation proportionnel ou par
satisfaction est tout à fait possible.

Une autre méthode connue de vote sur des domaines combinatoires est celle du vote
séquentiel. Étant donné un ordre sur les variables, le vote séquentiel demande aux votants
de s'exprimer sur les variables les unes après les autres. Cette méthode permet aux votants
d'exprimer partiellement des préférences conditionnelles puisqu'ils s'expriment sur une va-
riable étant donné le résultat des votes sur les variables précédentes. Nous proposerons
d'utiliser le vote par approbation séquentiel dans le cadre des approbations conditionnelles.

Dans un premier temps, nous nous concentrons sur les règles de vote par approbation
conditionnelle non-séquentiel, à savoir minisum et minimax conditionnelles. Tout d'abord,
nous étudions la complexité de calcul de ces deux règles, et montrons que minisum condi-
tionnelle est NP-di�cile à calculer. Puis nous étudions la proximité de ces deux règles, en
comparant les scores de leurs solutions. Ensuite, nous étudions les propriétés axiomatiques
de ces règles ainsi que leur manipulation, en les considérant, dans les deux cas, résolues par
un mécanisme de départage des ex aequo et irrésolues à l'aide d'un principe d'extension
des préférences.

1. Les règles minisum et minimax sont présentées en section 3.2.2.
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Dans un second temps, nous étudions le vote par approbation séquentiel, en commençant
par comparer la proximité de cette règle avec la règle de minisum conditionnelle. Ensuite,
nous étudions la manipulation du vote séquentiel par approbations conditionnelles.

4.1.2 Travaux en lien

Ce chapitre est lié à plusieurs directions de recherche. La première est l'étude du vote
par approbation à vainqueurs multiples avec préférences séparables, comme la règle mini-
sum, la règle minimax, le vote par k-approbation, le vote par approbation proportionnel et
l'ensemble des règles présentées en section 2.3.4. Dans cette approche, l'hypothèse de la sé-
parabilité des préférences restreint l'expressivité des règles utilisées mais permet d'avoir un
coût de communication faible. De nombreuses règles ont été étudiées permettant d'aboutir
à des solutions plus ou moins satisfaisantes en fonction du contexte, elles sont présentées
en détail par Kilgour (2010).

La deuxième est celle du vote sur des domaines combinatoires à l'aide de préférences
conditionnelles. Plusieurs méthodes ont été proposées pour voter sur des domaines com-
binatoires à l'aide de préférences conditionnelles, en particulier les méthodes basées sur
l'hypercube des préférences. On trouvera une présentation de l'ensemble de ces méthodes
dans Lang et Xia (2016). Ces méthodes reposent sur un langage compact de représenta-
tion des préférences. Le premier langage de représentation compacte des préférences que
l'on peut citer est celui des réseaux de préférences conditionnelles (conditional preference
networks ou CP-nets). Associés à une relation d'ordre sur les propositions, les CP-nets
permettent d'exprimer de manière compacte l'hypercube des préférences. Les préférences
conditionnelles que nous dé�nissons en section 4.2.2 sont similaires aux CP-nets, comme
nous le verrons plus loin. Citons aussi Uckelman et al. (2009) qui propose une méthode
qui ne s'appuie pas sur les CP-nets. Il s'agit d'exprimer les préférences via des formules
logiques pondérées, ce qui peut être coûteux en communication.

4.2 Notions préliminaires

Nous considérons un domaine D = D1 . . . Dp, où chaque Di est un ensemble �ni de va-
leurs pour une variable Xi, et un groupe de votants qui doit décider d'une alternative com-
mune

−→
d = (d1, . . . , dp) ∈ D. Nous connaissons déjà une multitude de classes de méthodes

pour voter à l'aide d'ordres sur les alternatives, présentées dans Lang et Xia (2016). Com-
ment pouvons-nous les étendre pour le vote par approbation ? Nous présenterons quatre
méthodes de vote par approbation sur domaines combinatoires dans cette section, à savoir,
l'approbation directe fondée sur une représentation compacte des préférences ; les règles
minisum et minimax conditionnelles fondées sur des préférences conditionnelles ; et le vote
séquentiel par approbations conditionnelles.

Pour illustrer les notions de cette section, nous les appliquerons à l'exemple du choix
d'un menu commun. Dans cet exemple, nous considérons un domaine composé de 2 va-
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riables D = D1×D2, où D1 = {m, f, v} (meat, �sh, vegetarian dish) et D2 = {r, w, b}
(red wine, white wine, beer). Les votants doivent choisir le plat et la boisson.

Avant de présenter les préférences conditionnelles, mentionnons deux manières extrêmes
(dans un certain sens) de procéder à une élection dans cet exemple, proposées dans Lang
et Xia (2016). La première, nommée vote par approbation décomposable, consiste à deman-
der aux votants d'approuver des valeurs pour chaque domaine de manière indépendante.
L'élicitation des préférences est simple et cette méthode ne requiert pas beaucoup de com-
munication. Cependant, il est impossible pour les votants d'exprimer des préférences condi-
tionnelles.
La seconde méthode, nommée vote par approbation combinatoire directe, consiste à de-
mander aux votants de spéci�er toutes les combinaisons de valeurs qu'ils approuvent, si
possible de manière compacte. Dans ce cas, les votants peuvent exprimer des préférences
conditionnelles, mais le coût de communication est élevé. De plus, un problème avec le
vote par approbation combinatoire directe, est que lorsque qu'un votant a obtenu une va-
leur qu'il n'approuve pas pour une variable, alors son avis ne compte pas pour les autres
variables. Présentons brièvement l'approbation directe avec représentation compacte des
préférences.

4.2.1 Approbation directe avec représentation compacte des préférences

Dans cette partie, nous présentons brièvement une méthode de vote par approbation
directe fondée sur un langage de représentation des préférences sous la forme de formules
propositionnelles. Dans ce cadre, les votants expriment leurs préférences simplement à l'aide
d'une formule propositionnelle représentant l'ensemble des alternatives qu'ils approuvent.
L'alternative élue est alors l'alternative qui reçoit le plus d'approbation de la part des
votants. L'exemple 4.1 illustre cette situation.

Exemple 4.1. Considérons le domaine déjà mentionné, D = {m, f, v} × {r, w, b}, et 19
votants. Les préférences des votants sont les suivantes :

• 5 votants approuvent (m∨f)∧(m→ r)∧(f → w) : ils ne veulent pas le plat végétarien,
et désirent du vin rouge (respectivement blanc) avec de la viande (respectivement du
poisson).

• 4 votants approuvent m ∧ b : ils veulent de la viande avec de la bière, rien d'autre.

• 4 votants approuvent (m→ r∨w)∧ (f → w)∧ (v → r∨b) : ils ne s'opposent à aucun
plat mais ne veulent pas de bière, avec du poisson ils désirent du vin blanc, et avec
le plat végétarien ils ne veulent pas de vin rouge.

• 3 votants approuvent (f ∨ v)∧ (f → w)∧ (v → r ∨w) : ils ne veulent pas de viande ;
avec le poisson ils veulent du vin blanc ; et avec le plat végétarien ils veulent du vin
rouge ou de la bière.

• 3 votants approuvent v : ils veulent le plat végétarien, avec n'importe quelle boisson.
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Le tableau suivant nous montre le nombre d'approbations de chaque menu :

m f v

r 9 0 10
w 4 12 6
b 4 0 7

Le vainqueur est donc fw.

Le problème principal de cette méthode est que lorsqu'un votant obtient une valeur qu'il
n'approuve pas pour une variable, alors son avis ne compte pas pour les autres variables.
Cependant, certains votants pourraient avoir envie de s'exprimer sur la boisson même si le
plat ne leur convient pas.

Un second problème de cette méthode est la complexité du langage de représentation.
Cela peut être di�cile pour un votant d'exprimer ses préférences à l'aide d'une formule pro-
positionnelle, qui peut de plus être de taille exponentielle. Ce langage peut aussi conduire
à une quantité de communication très élevée.

Remarquons aussi que calculer l'alternative vainqueur revient à résoudre un problème
MAX SAT contraint ou un problème MAX SAT contraint et pondéré, si nous considé-
rons des types de votes avec un nombre de votants pour chaque type de vote. Les menus
vainqueurs sont alors les solutions du problème de MAX SAT contraint et pondéré suivant :

5 : (m ∨ f) ∧ (m→ r) ∧ (f → w)

4 : m ∧ b

4 : m→ (r ∨ w) ∧ (f → w) ∧ (v → r ∨ b)

3 : (f ∨ v) ∧ (f → w) ∧ (v → r ∨ w)

3 : v

sujet à la contrainte

(m ∨ f ∨ v) ∧ (r ∨ w ∨ b) ∧ (m̄ ∨ f̄) ∧ (f̄ ∨ v̄) ∧ (v̄ ∨ m̄) ∧ (r̄ ∨ w̄) ∧ (w̄ ∨ b̄) ∧ (b̄ ∨ r̄)

Ce problème est donc NP-di�cile mais, dans le cas où il n'existe pas de contrainte, il
possède un ratio d'approximation élevé, à savoir 2k−1

2k
pour des instances avec des clauses

de taille exactement k. Pour plus de précision sur le ratio d'approximation de ce problème,
on pourra consulter Paschos (2004).

4.2.2 Approbation conditionnelle

Introduisons dans cette section l'approbation conditionnelle qui permet aux votants
d'exprimer des préférences conditionnelles sur les variables.
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Dans l'exemple 4.1, peut-être que les 3 derniers votants qui n'aiment pas la viande, ni le
poisson, auraient voulu exprimer leur opinion sur la boisson, sachant que le plat n'est pas
le plat végétarien. Par exemple, ils auraient pu approuver la bière sachant que le plat est
de la viande ou du poisson. Cela aurait conduit aux préférences conditionnelles suivantes :

3 : 〈v,m : b, f : b, v : rwb〉

Cette approbation conditionnelle signi�e que ces trois votants approuvent le plat végéta-
rien ; sachant que le plat est de la viande ou du poisson, ils approuvent la bière ; et sachant
que le plat est végétarien, ils approuvent toutes les boissons.

La notion de préférences conditionnelles se fonde sur l'indépendance conditionnelle des
préférences, introduit par Keeney et Rai�a (1976). Considérons un domaine combinatoire
de décision D composé par le produit cartésien d'un ensemble de variables X, une variable
de ce domaine Xi ∈ X, un ensemble de variables Y ⊆ X, et le reste des variables Z =
X \ ({Xi} ∪ Y ). Nous notons DY , respectivement DZ , la restriction de D aux variables
de Y , respectivement de Z. On dit que Xi est préférentiellement indépendante de Y étant
donné Z par rapport à � si pour tout xi, x′i ∈ Di,

−→y ,−→y ′ ∈ DY ,
−→z ∈ DZ , nous avons

(xi,
−→y ,−→z ) � (x′i,

−→y ,−→z ) si et seulement si (xi,
−→y ′,−→z ) � (x′i,

−→y ′,−→z ). Cela signi�e que les
préférences sur l'ensemble des valeurs de Xi dépendent seulement des valeurs des variables
de Z et ne dépendent pas des valeurs des variables de Y .

Maintenant, dé�nissons formellement le vote par approbation conditionnelle :

Dé�nition 4.1. Un vote par approbation conditionnelle, dé�ni sur un ensemble de p va-
riables X1, . . . , Xp avec p domaines �nis D1, . . . Dp, est une paire B = (G, {Ai|i = 1 . . . p}),
où :

• G est un graphe orienté sur {X1, . . . , Xp} représentant les dépendances préférentielles
entre les variables ;

• pour chaque i, Ai est un ensemble d'approbations conditionnelles

{−→u : ai(
−→u )|−→u ∈ ParG(Xi)}

où ai(
−→u ) ⊆ Di.

La notation ParG(Xi) désigne l'ensemble des parents de Xi dans le graphe G.

Le graphe orienté représente les dépendances qui existent entre les variables. Dans notre
exemple du choix d'un menu, on peut considérer que le choix du plat ne dépend de rien et
que le choix de la boisson dépend du plat. Cela nous conduit au graphe suivant :

X1 −→ X2

Potentiellement, chaque votant peut posséder son propre graphe de dépendances. Par
exemple, on peut imaginer un votant qui fait dépendre le plat de la boisson (et non l'in-
verse comme supposé ci-dessus). Cependant, pour pouvoir agréger simplement un ensemble
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d'approbations conditionnelles, nous serons parfois amenés à faire l'hypothèse que tous les
votants possèdent le même graphe de dépendances entre les variables.

L'exemple suivant nous donne un pro�l d'approbations conditionnelles possible, étant
donné le graphe de dépendances précédent.

Exemple 4.2. Considérons le domaine déjà mentionné, D = {m, f, v} × {r, w, b}, et 19
votants. De plus, nous considérons le graphe de dépendances suivant :

X1 −→ X2

Les approbations conditionnelles des votants sont les suivantes :

5 4 4 3 3

mf m mfv fv v
m : r m : b m : rw m : r m : b
f : w f : b f : w f : w f : b
v : b v : b v : rb v : rw v : rwb

Les cinq premiers votants approuvent la viande et le poisson, et sachant que le plat est la
viande (respectivement le poisson, le plat végétarien), ils approuvent le vin rouge (respecti-
vement le vin blanc, la bière) comme boisson.
Les trois derniers votants approuvent seulement le plat végétarien, mais sachant que le plat
est de la viande, ils ont quand même leur mot à dire et approuvent la bière.

Notons que ces préférences conditionnelles sont moins informatives que les formules
propositionnelles précédentes. De plus, il peut être gênant pour un votant d'approuver
un ensemble de valeurs pour les variables si ses préférences ne sont pas compatibles avec
le graphe de dépendances de l'élection. Considérons un votant possédant les préférences
suivantes :

fw � vw � mr � vr � fb � vb � mb � fr � mw

Peu importe le seuil choisi, il sera di�cile pour ce votant de décider quel plat approuver,
parce que ses préférences sur le plat dépendent du vin. Le votant ci-dessous par contre :

fw � fr � mr � mw � vw � vr � fb � mb � vb

possède des préférences séparables, et n'a pas de problèmes pour approuver soit f soit fm.

Étant donnée une alternative
−→
d = (d1, . . . , dp) ∈ D, on dit que

−→
d est en désaccord

avec un vote B sur Xi si (dU , di) /∈ ai(
−→u ), où U = ParG(Xi). Le désaccord de

−→
d par

rapport à B, noté δ(
−→
d ,B), est égal au nombre de variables sur lesquelles

−→
d et B sont

en désaccord. Par exemple, si B = 〈mf,m : r, f : w, v : b〉, et
−→
d = vb alors B et

−→
d

sont en désaccord sur X1 mais pas sur X2, ce qui conduit à δ(
−→
d ,B) = 1. De même,

δ(mr,B) = 0, et δ(vw,B) = 2. Calculons les désaccords dans notre exemple du choix d'un
menu commun :
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Exemple 4.3. Dans cet exemple, les issues admissibles sont {m,m : r} , {m,m : w},
{m,m : b}, {f, f : r}, {f, f : w}, {f, f : b}, {v, v : r}, {v, v : w} et {v, v : b}. Avec les
approbations conditionnelles précédentes, cela nous donne les désaccords suivants :

δ mr mw mb fr fw fb vr vw vb

5 0 1 1 1 0 1 2 2 1
4 1 1 0 2 2 1 2 2 1
4 0 0 1 1 0 1 0 1 0
3 1 2 2 1 0 1 0 0 1
3 2 2 1 2 2 1 0 0 0

On obtient donc une mesure du désaccord entre chaque votant et chaque alternative
possible. Remarquons que cette mesure du désaccord est équivalente à la distance de Ham-
ming lorsque toutes les variables sont binaires, et qu'il n'existe pas de dépendances entre
les variables.

Un vote par approbation conditionnelle est dit acyclique simplement si G est acyclique.
Lorsqu'un vote par approbation conditionnelle est acyclique, il existe toujours une alter-
native telle que le nombre de désaccord entre ce vote et cette alternative soit nul.

Observation 4.1. Si B est acyclique et que pour tout i, ai(
−→u ) 6= ∅, alors il existe toujours

une alternative
−→
d telle que δ(

−→
d ,B) = 0.

Cependant remarquons que si B n'est pas acyclique alors ce résultat n'est plus vrai.
En e�et, prenons par exemple un domaine composé de deux variables binaires, X et Y , et
l'approbation conditionnelle B = 〈x1 : y1, x2 : y2, y1 : x2, y2 : x1〉. Alors pour tout

−→
d ∈ D,

on a δ(
−→
d ,B) = 1. Ainsi, dans ce chapitre, nous ne considérons que les approbations

conditionnelles acycliques.

4.2.2.a Préférences δ-cohérentes

De façon similaire au chapitre 3, nous ferons l'hypothèse (cohérente avec les règles pro-
posées) que plus le nombre de désaccords entre une alternative et l'approbation condition-
nelle d'un votant est faible, plus le votant apprécie cette alternative. De telles préférences
sont dites δ-cohérentes. Formellement : pour tout

−→
d ,
−→
f ∈ D, si δ(

−→
d , Pi) < δ(

−→
f , Pi) alors−→

d �i
−→
f , c'est-à-dire, i préfère

−→
d à

−→
f . Cela ne dit rien sur les préférences de i entre−→

d et
−→
f lorsque δ(

−→
d , Pi) = δ(

−→
f , Pi), mais nous n'en aurons jamais besoin. L'exemple 4.4

illustre la notion de δ-cohérence.

Exemple 4.4. Par exemple, si Pi = 〈mf,m : r, f : w, v : b〉, alors on peut conclure que

(mr) ∼i (fw) �i (mb) ∼i (mw) ∼i (fr) ∼i (fb) ∼i (vb) �i (vr) ∼i (vw)

On remarque que même si l'on parle de vote par approbation, les préférences des vo-
tants ne sont pas dichotomiques avec cette hypothèse. Étant donné un vote par approbation
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conditionnelle B, l'hypothèse de δ-cohérence débouche sur un pré-ordre total, que l'on no-
tera �B. En fait, cela est déjà vrai dans le chapitre 3, nous utilisons le vote par approbation
mais nous supposons que les préférences sont Hamming-cohérentes, ce qui nous conduit
aussi à un pré-ordre total avec m classes d'équivalence, donc non dichotomique.

Avant de dé�nir les règles minisum et minimax conditionnelles, explorons le lien étroit
entre l'approbation conditionnelle et les CP-nets.

4.2.2.b Approbation conditionnelle et CP-nets

Le terme CP-net (�conditional preference network�) désigne un langage de représenta-
tion compacte des préférences. Introduits par Boutilier et al. (2004), les CP-nets permettent
de représenter de manière compacte l'hypercube des préférences associé à une relation de
préférences sur un domaine D. Étant donnée une relation de préférences � sur D, l'hyper-
cube des préférences �H désigne la restriction de � aux alternatives qui di�èrent seulement
sur une variable (par exemple (mr) et (mw)).

Les CP-nets sont fondés sur la notion d'indépendance conditionnelle des préférences,
présentée dans la section précédente.

Un CP-net C sur D consiste en deux éléments :

• un graphe G orienté sur X, représentant les dépendances préférentielles entre les
variables de X : soit ParG(Xi), l'ensemble des parents de Xi dans le graphe G, alors
la variable Xi est indépendante préférentiellement de X \ (ParG(Xi) ∪ {Xi}) étant
donné ParG(Xi).

• pour chaque variable Xi ∈ D, un ensemble de préférences linéaires conditionnelles
�−→ui pour tout −→u ∈ ParG(Xi).

Étant donné un CP-net C sur D, nous en déduisons une relation de préférences sur
l'hypercube de D, que nous noterons �C . L'exemple suivant représente un CP-net, et la
relation d'ordre partielle associée.

Exemple 4.5. Considérons un domaine avec trois variables binaires, X1, X2, X3. La �gure
suivante représente un CP-net :

X1 X2 X3

x1 � x̄1
x1 : x2 � x̄2
x̄1 : x̄2 � x2

x2 : x3 � x̄3
x̄2 : x̄3 � x3

Ainsi, nous obtenons un ordre partiel sur D, qui contient par exemple :

(x1x2x3) �C (x̄1x2x3)

et aussi :
(x̄1x̄2x3) �C (x̄1x2x3)
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Étant donné un vote par approbation B sur D, nous en déduisons un pré-ordre total
�B et étant donné un CP-net C sur D, nous pouvons en déduire un ordre partiel �C .
Quels sont alors les liens qui existent entre �B et �C ?

Étudions un cas simple, où les variables sont binaires et où les votants ne peuvent
approuver qu'une valeur d'une variable Xi pour chaque valeur de −→u ∈ ParG(Xi). De
plus considérons que le graphe de dépendances est acyclique. Avec ces simpli�cations, on
observe qu'un vote par approbation B n'est compatible qu'avec un unique CP-net, C, basé
sur le même graphe de dépendances.

Exemple 4.6. Considérons le domaine précédent avec trois variables binaires, X1, X2, X3,
et le vote par approbation conditionnelle suivant :

X1 X2 X3

x1
x1 : x2
x̄1 : x̄2

x1x2 : x3
x1x̄2 : x̄3
x̄1x2 : x̄3
x̄1x̄2 : x3

Ce vote est seulement compatible avec le CP-net suivant :

X1 X2 X3

x1 � x̄1
x1 : x2 � x̄2
x̄1 : x̄2 � x2

x1x2 : x3 � x̄3
x1x̄2 : x̄3 � x3
x̄1x2 : x̄3 � x3
x̄1x̄2 : x3 � x̄3

Même dans ce cas simple, le lien entre �B et �C est ambigu. Tout d'abord, on a
l'observation suivante :

Observation 4.2. Étant donné un domaine D, soit B un vote par approbation condition-
nelle acyclique et tel que pour toute variable Xi et pour tout

−→u ∈ ParG(Xi), |ai(−→u )| = 1,
et C, un CP-net compatible avec B, alors

• il existe une unique alternative
−→
d1 telle que

−→
d1 �B

−→
f , pour tout

−→
f ∈ D,

• il existe une unique alternative
−→
d2 telle que

−→
d2 �C

−→
f , pour tout

−→
f ∈ D,

• et
−→
d1 =

−→
d2.
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Dans l'exemple 4.6, nous avons
−→
d1 =

−→
d2 = (x1x2x3).

Cela signi�e qu'étant donné un vote par approbation conditionnelle, la meilleure alternative
pour ce vote est égale à la meilleure alternative pour un CP-net compatible.

Cependant, l'exemple 4.6 nous montre que �B et �C peuvent conduire à des comparai-
sons contradictoires. En e�et, dans cet exemple, comparons les deux alternatives (x1x̄2x3)
et (x̄1x̄2x3). Tandis que le CP-net C conduit à

(x1x̄2x3) �C (x̄1x̄2x3)

car x1 � x̄1, le vote par approbation conduit à

(x̄1x̄2x3) �B (x1x̄2x3)

car δ(x̄1x̄2x3, B) < δ(x1x̄2x3, B).

Les CP-nets et les approbations conditionnelles sont donc deux notions similaires mais
ne sont pas pour autant équivalentes.

Maintenant nous pouvons dé�nir les règles minisum et minimax conditionnelles, en
s'appuyant sur le désaccord entre un vote par approbation conditionnelle et une alternative.

4.2.2.c Minisum conditionnelle

Nous avons donc une mesure du désaccord entre une alternative
−→
d et une approbation

conditionnelle B. Étant donné un pro�l d'approbations conditionnelles, comment agréger
les désaccords de ce pro�l avec une alternative en un désaccord global pour l'alternative
considérée ? Naturellement, nous pouvons commencer par dé�nir le désaccord global d'une
alternative comme la somme des désaccords engendrés par cette alternative, ce qui nous
donne les scores suivant pour les issues admissibles :

m f v

r 13 26 18
w 21 14 22
b 17 19 13

Étant donnés un pro�l d'approbations conditionnelle P et une alternative
−→
d , nous dé�nis-

sons le score minisum de
−→
d , noté minisum(

−→
d , P ), comme la somme des désaccords de

−→
d

et chaque vote du pro�l P , c'est-à-dire :

minimsum(
−→
d , P ) =

∑
i∈N

δ(
−→
d , Pi)

Nous dé�nissons la règle minisum conditionnelle qui choisit l'alternative qui possède le
plus petit désaccord global. De manière formelle,

−→
d ∗ est une alternative vainqueur pour
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minisum conditionnelle si et seulement si :

minimsum(
−→
d ∗, Pi) = min−→

d ∈D

∑
i∈N

δ(
−→
d , Pi)

Avec les désaccords précédents, les menus vainqueurs ex aequo sont donc (mr) et (vb), avec
un score minisum de 13.

De plus ajoutons que, dans le cas général, il existe une contrainte sur les issues ad-
missibles ou non. Par exemple, considérons un domaine avec quatre variables binaires
X1, X2, X3, X4 représentant quatre candidats pour seulement deux postes à pourvoir. Ici,
il existe une contrainte, Γ, à satisfaire sur la taille des issues qui doit être égale à 2, soit
Γ = [2 : x1x2x3x4].

Il est facile de voir que minisum conditionnelle est une généralisation de minisum 2 aux
approbations conditionnelles. En e�et, si les variables sont binaires et qu'il n'existe pas
de dépendances entre elles, la mesure du désaccord est égale à la distance de Hamming,
et minisum conditionnelle choisit alors l'alternative minimisant la somme des distances
de Hamming au pro�l. De plus, en ajoutant une contrainte Γ sur la taille des ensembles
admissibles, on obtient précisément la généralisation de minisum dans le cadre d'élections
de comités de taille �xée.

4.2.2.d Minimax conditionnelle

Maintenant, nous souhaitons minimiser le désaccord de l'agent le moins satisfait. Avec
les données précédentes, cela nous donne :

m f v

r 2 2 2
w 2 2 2
b 2 1 1

Étant donnés un pro�l d'approbations conditionnelle P et une alternative
−→
d , nous dé�-

nissons le score minimax de
−→
d , noté minimax(

−→
d , P ), comme le maximum des désaccords

de
−→
d et chaque vote du pro�l P , c'est-à-dire

minimax(
−→
d , P ) = max

i∈N
δ(
−→
d , Pi)

Nous dé�nissons alors la règle minimax conditionnelle qui choisit l'alternative qui possède
le plus petit désaccord maximal. De manière formelle,

−→
d ∗ est une alternative vainqueur

pour minimax conditionnelle si et seulement si

minimax(
−→
d ∗, Pi) = min−→

d ∈D
max
i∈N

δ(
−→
d , Pi)

2. La règle minisum est dé�nie en section 3.2.2.
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Avec les désaccords précédents, les menus vainqueurs ex aequo sont donc (fb) et (vb).
Ainsi, avec (fb), chaque votant est soit d'accord avec le poisson, soit d'accord avec le vin
blanc sachant que le plat est le poisson.

De même, minimax conditionnelle est une généralisation de minimax 3 aux approbations
conditionnelles. En e�et, si les variables sont binaires et qu'il n'existe pas de dépendances
entre elles, la mesure du désaccord est égal à la distance de Hamming, et minimax condi-
tionnelle choisit alors l'alternative minimisant le maximum des distances de Hamming au
pro�l. De plus, en ajoutant une contrainte Γ sur la taille des ensembles admissibles, on
obtient précisément la généralisation de minimax dans le cadre d'élections de comités de
taille �xée.

4.2.3 Vote séquentiel par approbation conditionnelle

Étant donné un ordre sur les variables, le vote séquentiel demande aux votants de
s'exprimer sur les variables les unes après les autres. Dans la section 2.3.4, nous avons
présenté un exemple de règle de vote par approbation qui s'e�ectue de manière séquentielle,
l'approbation proportionnelle séquentielle. De façon similaire, nous dé�nissons dans cette
section le vote par approbation conditionnelle séquentielle (SCAV).

Avec la règle SCAV, les votants s'expriment à chaque tour en approuvant un ensemble
de valeurs pour la variable considérée. À chaque tour, la valeur choisie est la valeur la plus
approuvée et ce choix est communiqué à chaque votant avant le tour suivant. Cette méthode
permet aux votants d'exprimer partiellement des préférences conditionnelles puisqu'ils s'ex-
priment sur une variable étant donné le résultat des votes sur les variables précédentes.

Ajoutons que l'ordre sur les variables du vote séquentiel doit être tel qu'à un tour donné,
les votants s'expriment sur une variable qui ne dépend que de variables dont la valeur est
déjà �xée. Puisque nous considérons des approbations conditionnelles acycliques, il existe
toujours un tel ordre, donné par le graphe des dépendances préférentielles.

Illustrons cette règle sur le pro�l d'approbations conditionnelle de l'exemple 4.2.

Exemple 4.7. Considérons le domaine déjà mentionné, D = {m, f, v} × {r, w, b}, et 19
votants. De plus, nous considérons le graphe de dépendances suivant :

X1 −→ X2

Les approbations conditionnelles des votants sont les suivantes :

5 4 4 3 3

mf m mfv fv v
m : r m : b m : rw m : r m : b
f : w f : b f : w f : w f : b
v : b v : b v : rb v : rw v : rwb

3. La règle minimax est dé�nie en section 3.2.2.
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Le vainqueur pour le plat est la viande, m, avec 13 approbations. Ensuite, le vainqueur
pour la boisson, sous la condition que le plat soit la viande, est le vin rouge, r. Finalement,
le vainqueur du vote séquentiel par approbation conditionnelle est (mr).

Avec cet exemple, on comprend de plus que les votants n'ont pas besoin de fournir
l'intégralité de leur vote par approbation conditionnelle, mais seulement, les valeurs qu'ils
approuvent à chaque tour.

Puisque le vote séquentiel suit un ordre prédé�ni sur les variables, il est nécessaire de
supposer que l'ensemble des votants possèdent le même graphe de dépendances et que ce
graphe n'est pas en contradiction avec l'ordre du vote, c'est-à-dire qu'il n'existe pas dans
le graphe de dépendances un arc qui soit dans le sens inverse de l'ordre du vote.

4.3 Vote par approbation conditionnelle non-séquentiel

Dans cette section, nous étudions les règles minisum et minimax conditionnelles. Nous
commençons par étudier la complexité de calcul de minisum conditionnelle. Puis nous
étudions le lien entre ces deux règles en mesurant la proximité de leurs résultats. Nous
calculons le rapport entre les scores minisum des issues vainqueurs pour minimax et pour
minisum conditionnelles. Puis nous étudions les propriétés axiomatiques de ces règles et
�nalement leur manipulation, en les considérant, dans le deux cas, résolues par un mé-
canisme de départage des ex aequo et irrésolues à l'aide d'un principe d'extension des
préférences.

4.3.1 Complexité de calcul

Tout d'abord, commençons par rappeler que la règle minimax est NP-di�cile à calculer,
comme on l'a vu dans le chapitre 3. Cela implique que la règle minimax conditionnelle est
de même di�cile à calculer.

Cependant, la règle minisum se calcule en temps polynomial, ainsi nous savons rien
sur la complexité de calcul d'une alternative vainqueur pour minisum conditionnelle. Le
théorème et la preuve qui le suit nous montrent que le problème de décision associé au
calcul d'une alternative vainqueur pour minisum conditionnelle est NP-complet.

Nous allons maintenant dé�nir le problème de décision associé à minisum conditionnelle
et montrer qu'il est NP-complet.

D-Minisum Conditionnelle : Étant donnés un pro�l de vote par approbation conditionnelle,
P , et un entier k, existe-t-il une alternative

−→
d telle que δ(

−→
d , Pi) ≤ k ?

Théorème 7. D-Minisum Conditionnelle est NP-complet, même lorsque les variables sont
binaires et le graphe de dépendances acyclique.
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Preuve. Le problème est clairement dans NP. La preuve est basée sur une réduction depuis
le problème Max 2SAT.

Une instance de Max 2SAT est dé�nie par un ensemble X = {x1, . . . , xn} de n variables
binaires et un ensemble C = {C1, . . . , Cm} de m clauses, chacune de taille 2. L'objectif est
de trouver une a�ectation des variables qui maximise le nombre de clauses satisfaites.
Bien sûr, nous considérons le problème décisionnel associé, qui étant donné un entier k se
demande s'il existe une a�ectation des variables telle qu'au moins k clauses soit satisfaites.

Considérons une instance I de Max 2SAT dé�nie par un ensemble de n variables
X = {x1, . . . , xn} et un ensemble de m clauses C = {C1, . . . , Cm}, et un entier k. Nous
construisons une instance I ′ de D-Minisum Conditionnelle comme suit. Nous créons un
ensemble de n variables Y = {Y1, . . . , Yn} et un ensemble de m votants M = {1, . . . ,m}.
Le graphe de dépendances est tel que pour tout couple d'entiers i, j tels que 1 ≤ i < j ≤ n,
on a :

Yi −→ Yj

Les m votants sont dé�nis à partir des clauses. À chaque clause Ci, nous associons un
votant i. Notons j et j′, les deux entiers tels que xj ∈ Ci, xj′ ∈ Ci et j < j′. Alors, le vote
Pi associé au votant i est dé�ni comme suit :

• pour tout entier `, 1 ≤ ` ≤ n tel que ` 6= j′, le votant i approuve y` et ȳ`,

• et pour j′, on a yj : yj′ , ȳj′ , et ȳj : yj′ .

Cela signi�e que le votant i approuve toutes les valeurs des variables Y` pour ` 6= j′, et
qu'il n'existe qu'une dépendance de Yj′ à Yj , qui conduit le votant à approuver yj′ et ȳj′
lorsqu'on a yj et seulement yj′ lorsqu'on a ȳj . Finalement, on pose k′ = m− k.

Maintenant nous allons montrer que I est une instance positive si et seulement si I ′ est
une instance positive, c'est-à-dire, qu'il existe une a�ectation des variables X qui satisfait
au moins k clauses si et seulement s'il existe une alternative

−→
d telle que

∑
i∈M δ(

−→
d , Pi) ≤

m− k.

Dans un premier temps, supposons que I est une instance positive. Il existe donc une
a�ectation des variables telle qu'au moins k clauses sont satisfaites. À partir de cette
a�ectation, nous construisons une alternative

−→
d pour l'instance I de la manière suivante :

−→
d i =

{
yi si xi est vrai,

ȳi si xi est faux.

Étudions alors le nombre de désaccords entre un votant i et l'alternative
−→
d obtenue. Il y

a deux cas à considérer :

• Si la clause Ci est satisfaite, cela signi�e que soit xj est vrai, soit xj′ est vrai. Ainsi,

étant donnée la dé�nition de Pi, on a δ(
−→
d , Pi) = 0.
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• Si la clause Ci n'est pas satisfaite, cela signi�e que xj et xj′ sont faux. Alors, étant

donnée la dé�nition de Pi, on obtient δ(
−→
d , Pi) = 1.

Ainsi, puisque l'a�ectation satisfait au moins k clauses, on obtient
∑

i∈M δ(
−→
d , Pi) ≤ m−k.

Dans un second temps, supposons que I ′ est une instance positive. Il existe donc une
alternative

−→
d telle que

∑
i∈M δ(

−→
d , Pi) ≤ m− k. À partir de cette alternative, nous créons

une a�ectation pour I ′ de la manière suivante :

xi =

{
vrai si yi ∈

−→
d ,

faux si ȳi ∈
−→
d .

Étudions alors le nombre de clauses que satisfait cette a�ectation. Puisque
−→
d est une

solution pour I ′, il existe au moins k votes avec un nombre de désaccords égal à 0 avec−→
d . D'après la dé�nition de P , cela signi�e qu'il existe au moins k clauses satisfaites. Donc
l'alternative

−→
d est une solution pour l'instance I.

Ceci montre donc que le problème de détermination d'un vainqueur est di�cile pour
minisum conditionnelle, même lorsque les variables sont binaires et que le graphe de dépen-
dances est acyclique. La règle minisum devient donc di�cile à calculer lorsque l'on utilise
des approbations conditionnelles.

Cependant, comme on peut le voir dans la preuve suivante, il existe une réduction
depuis le problème de minisum conditionnelle vers le problème de satisfaction maximal
(MAX SAT). Cela signi�e que nous pouvons résoudre minisum conditionnelle à l'aide des
solveurs de MAX SAT. De plus, dans le cas où les variables sont binaires, cette réduction
a�ne préserve le ratio d'approximation di�érentielle 4 de 4.34/(m + 4.34) obtenu pour
MAX SAT par Esco�er et Paschos (2007).

Proposition 4.1. Étant donné un pro�l d'approbations conditionnelles, portant sur m
variables binaires, avec un graphe de dépendance acyclique G, Minisum Conditionnelle est
approximable avec un ratio d'approximation di�érentielle de 4.34/(m′ + 4.34), où m′ =
n ·
∑m

j=1 2|ParG(Yj)|.

Preuve. Cette preuve est fondée sur une réduction du problème d'optimisation Minisum
Conditionnelle vers le problème d'optimisation MAX SAT.

Une instance de Minisum Conditionnelle est dé�nie par un ensemble de m variables
Y = {Y1, . . . , Ym}, supposées binaires, un ensemble de n votants N = {1, . . . , n} et un
pro�l d'approbations conditionnelles, P , fondé sur un graphe de dépendances acyclique.
Le problème est de déterminer une alternative qui minimise le nombre de désaccords avec
le pro�l P .

4. Étant donnée une instance d'un problème d'optimisation combinatoire I, le ratio d'approximation
di�érentielle mesure �la position relative de la valeur d'une solution approchée dans l'intervalle de la valeur
de la pire solution de I et de la valeur de la meilleure solution de I�, Esco�er et Paschos (2007).
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Une instance de MAX SAT est dé�nie par un ensemble X de variables binaires et un
ensemble C de clauses. L'objectif est de trouver une a�ectation des variables qui maximise
le nombre de clauses satisfaites.

Considérons une instance I de Minisum Conditionnelle, dé�nie par un ensemble de
m variables Y = {y1, . . . , ym} et un ensemble de n votants N = {1, . . . , n}, et un pro�l
d'approbations conditionnelles P . Nous construisons une instance I ′ de MAX SAT comme
suit. Nous créons un ensemble de m variables X = {X1, . . . , Xm} et un ensemble de m′

clauses C = {C1, . . . , Cm′}, où m′ = n ·
∑m

j=1 2|ParG(Yj)|. Les clauses sont dé�nies à partir
des approbations conditionnelles. À chaque approbation conditionnelle Pi, nous associons
un ensemble de clauses CPi : pour chaque variable Yj et pour chaque

−→u ∈ ParG(Yj), nous
ajoutons une des clauses suivantes :


∨
z∈−→u z̄ ∨ yj si −→u : xi ∈ Pi,∨
z∈−→u z̄ ∨ ȳj si −→u : x̄i ∈ Pi,∨
z∈−→u z̄ ∨ yj ∨ ȳj si −→u : xi, x̄i ∈ Pi.

Ces clauses correspondent respectivement à la forme disjonctive des clauses
∧
z∈−→u z → yj ,∧

z∈−→u z → ȳj et
∧
z∈−→u z → yj ∨ ȳj .

Nous obtenons donc bien une instance du MAX SAT, avec un nombre de clauses égal
à n ·

∑m
j=1 2|ParG(Yj)|.

Maintenant nous allons montrer qu'il existe une alternative
−→
d pour l'instance I avec

un nombre de désaccords égal à α si et seulement s'il existe une a�ectation pour l'instance
I ′ qui véri�e m′ − α clauses.

Dans un premier temps, supposons qu'il existe une alternative
−→
d pour l'instance I

avec un nombre de désaccords égal à α. À partir de cette alternative, nous construisons
une a�ectation des variables pour I ′ de la manière suivante :

xi =

{
vrai si yi ∈

−→
d ,

faux si ȳi ∈
−→
d .

Étudions maintenant le nombre de clauses véri�ées par cette a�ectation. Par construction
des clauses, pour tout vote Pi, on obtient δ(

−→
d , Pi) = ` si et seulement si le nombre de

clauses non véri�ées de l'ensemble CPi est égal à `. Ainsi, le nombre de clauses non véri�ées

par l'a�ectation dé�nie est égal à
∑

i∈N δ(
−→
d , Pi), ce qui implique que le nombre de clauses

véri�ées est de m′ −
∑

i∈N δ(
−→
d , Pi), c'est-à-dire m′ − α.

Inversement, supposons qu'il existe une a�ectation véri�ant m′ − α clauses. À partir
de cette a�ectation des variables X, nous construisons une alternative

−→
d pour l'instance

I de la manière suivante :
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−→
d i =

{
yi si xi est vrai,

ȳi si xi est faux.

Avec une argumentation similaire, nous montrons que l'alternative
−→
d obtenue est telle que∑

i∈N δ(
−→
d , Pi) = α.

Finalement, étudions les ratios d'approximation di�érentielle de ces deux problèmes.
Dé�nissons OPT (I), respectivement ω(I), comme la valeur de la meilleure, respectivement
la pire, solution pour une instance I, et notons v(S, I) le score d'une solution S de I. Nous

savons qu'étant donnée une alternative
−→
d pour I avec un nombre de désagréments α,

il existe une solution X pour I ′ qui satisfait au moins m′ − α clauses. Alors, avec cette
réduction, nous obtenons les relations suivantes :

OPT (I ′) = m′ −OPT (I)

ω(I ′) = m′ − ω(I)

v(S′, I ′) = m′ − v(S, I)

Dans Esco�er et Paschos (2007), il est montré que le ratio d'approximation di�érentielle
pour MAX SAT est 4.34/(m′+ 4.34), où m′ est le nombre de clauses. Cela signi�e que l'on
peut trouver en temps polynomial une solution S′ pour I ′ telle que :

v(S′, I ′)− ω(I ′)

OPT (I ′)− ω(I ′)
≥ 4.34

m′ + 4.34

Avec cette inégalité et les relations précédentes, nous obtenons :

ω(I)− v(S, I)

ω(I)−OPT (I)
≥ 4.34

m′ + 4.34

avec m′ = n ·
∑m

j=1 2|ParG(Yj)|.

En résumé, déterminer un vainqueur pour la règle minisum conditionnelle est montré
NP-di�cile, mais nous obtenons un résultat positif d'approximation di�érentielle. De plus,
nous pouvons résoudre exactement une instance de Minimax Conditionnelle à l'aide des
solveurs existants pour MAX SAT.

4.3.2 Proximité des solutions de minimax et minisum conditionnelles

Dans cette section, nous étudions le lien entre les alternatives vainqueurs de minimax
et minisum conditionnelles. Pour ce faire, nous calculerons le score minisum maximal d'une
alternative vainqueur pour minimax.

Dans un premier temps, considérons un domaine composé de deux variables binaires,
X × Y , avec une dépendance X → Y , un pro�l de préférences P et n votants. Supposons
que (x1y1) est l'alternative vainqueur pour minimax, nous avons :

112



4.3. Vote par approbation conditionnelle non-séquentiel

• si minimax((x1y1), P ) = 0, alors cela signi�e que chaque votant est satisfait par x1
et par x1 : y1. Cela implique que le score minisum de (x1y1) est égal à 0.

• si minimax((x1y1), P ) = 1, alors cela signi�e qu'il existe au moins un votant qui
n'est pas satisfait par x1 ou par x1 : y1 et il n'en existe pas qui ne soit pas satisfait
par au moins un des deux termes. Ainsi, nous obtenons 1 ≤ minisum((x1y1), P ) ≤ n.

• siminimax((x1y1), P ) = 2, alors cela signi�e qu'il existe au moins un votant qui n'est
satisfait ni par x1, ni par x1 : y1. Cela implique 2 ≤ minisum((x1y1), P ) ≤ 2 · n.

En généralisant cette remarque, nous obtenons :

Proposition 4.2. Considérons un domaine composé de p domaines Di, avec |Di| = αi,

i = 1 . . . p, un pro�l P et n votants. Étant donnée une alternative
−→
d , siminimax(

−→
d , P ) = β,

pour 0 ≤ β ≤ p, alors β ≤ minisum(
−→
d , P ) ≤ β · n.

Preuve. Considérons un domaine composé de p domaines Di, avec |Di| = αi, i = 1 . . . p,
un pro�l P et n votants. De plus, considérons les dépendances suivantes entre les variables :

X1 −→ X2 −→ . . . −→ Xp

Supposons que (x11x
2
1 . . . x

p
1) est l'alternative vainqueur pour minimax. Alors, si on a

minimax((x11x
2
1 . . . x

p
1), P ) = β

cela signi�e qu'il existe au moins un votant qui n'est pas satisfait par β éléments de
{x11, x11 : x21, . . . , x

1
1x

2
1 . . . : xp1}, et il n'existe pas de votants en désaccord sur plus de β

éléments de {x11, x11 : x21, . . . , x
1
1x

2
1 . . . : xp1}. Cela implique que

β ≤ minisum((x11x
2
1 . . . x

p
1), P ) ≤ β · n

Ce résultat implique que l'alternative vainqueur pour minimax avec un score β possède
au pire un score minisum égal à β · n, et qu'il n'existe pas d'alternative vainqueur pour
minisum avec un score inférieur à β (sinon cette alternative aurait un score minimax
inférieur à β). Ainsi, le ratio maximal théorique entre les scores minisum d'une alternative
vainqueur pour minimax et d'une alternative vainqueur pour minisum est égal à n. Ce
ratio est en fait atteint par un exemple, présenté dans la preuve de la propriété suivante.

Théorème 8. Étant donnés un domaine composé de p domaines Di, avec |Di| = αi pour
i = 1 . . . p, un pro�l P et n votants, le ratio maximal entre les scores minisum d'une al-
ternative vainqueur pour minimax et d'une alternative vainqueur pour minisum est égal à
n.
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Preuve. La proposition 4.2 prouve que le ratio annoncé est au moins un majorant. Main-
tenant, nous montrons que ce ratio est atteint si que β ≤ p/2.

Considérons un domaine composé de p domaines Di, avec |Di| = αi, i = 1 . . . p, un
pro�l P et n votants. De plus, considérons les dépendances suivantes entre les variables :

X1 −→ X2 −→ . . . −→ Xp

Les approbations conditionnelles P des votants sont dé�nies de la façon suivante :

• (n− 1) votants approuvent les 2es valeurs de tout domaine Di pour i = 1 . . . β. Pour
i = β+1 . . . p, ces votants approuvent les 1res valeurs de tout domaine, excepté quand
elles sont conditionnées seulement par les 2es valeurs des domaines précédents, dans
ce cas, ils approuvent les 2es valeurs.

• 1 votant approuve les 1res valeurs de tout domaine, pour i = 1 . . . β. Et, pour
i = β + 1 . . . p− β, ce votant approuve les 1res valeurs de tout domaine, excepté quand
elles sont conditionnées seulement par les 2es valeurs des domaines précédents, dans
ce cas, il approuve les 2es valeurs. Finalement, pour i = p − β + 1 . . . p, ce votant
approuve les 2es valeurs de tout domaine Di.

Ces approbations conditionnelles sont résumées dans le tableau suivant :

n− 1 1

x12 x11
x11 : x22 x11 : x21
x12 : x22 x12 : x21

...
...

x1α1
: x22 x1α1

: x21
...

...
x11x

2
1 . . . x

β
1 : xβ+1

1 x11x
2
1 . . . x

β
1 : xβ+1

1

x12x
2
2 . . . x

β
2 : xβ+1

2 x12x
2
2 . . . x

β
2 : xβ+1

2
...

...
... x11x

2
1 . . . x

p−β
1 : xp−β+1

2
... x12x

2
2 . . . x

p−β
2 : xp−β+1

2
...

...

Tout d'abord, remarquons qu'il n'existe pas de votant qui approuve une valeur d'une
variable qui soit di�érente de 1 ou 2. Ainsi, les alternatives vainqueurs pour minimax et
pour minisum ne contiennent pas de valeurs qui di�èrent de 1 ou 2.

En particulier, nous étudions deux alternatives −→v = (x11x
2
1 . . . x

p
1) et

−→w = (x12x
2
2 . . . x

p
2).

Leurs scores sont résumés dans le tableau suivant :
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minimax minisum
−→v β β · n
−→w β β

Maintenant, montrons que les deux alternatives −→v et −→w sont des alternatives vain-
queurs respectivement pour minimax et minisum. Pour ce faire, prouvons qu'il n'existe pas
d'alternative avec un score minimax strictement plus petit que β.
Supposons qu'il existe une alternative −→y telle que minimax(−→y , P ) < β, c'est-à-dire que
le nombre de désaccords entre −→y et chaque votant doit être strictement inférieur à β. En
particulier, avec le votant isolé, cela implique :

|{i|i ≤ β,−→y i = xi2}|+ |{i|i ≥ p− β + 1,−→y i = xi1}| < β. (4.1)

Et, avec les n− 1 votants, si −→y n'est pas égal à (x12x
2
2 . . . x

p
2), alors on a :

|{i|i ≤ β,−→y i = xi1}|+ |{i|i ≥ p− β + 1,−→y i = xi2}| < β (4.2)

Si −→y est égal à (x12x
2
2 . . . p2) alors son score minimax maximal est égal à β. Ainsi,

supposons que −→y n'est pas égal à (x12x
2
2 . . . x

p
2). L'alternative

−→y doit satisfaire les deux
équations 4.1 et 4.2, ce qui est impossible. Alors, il n'existe pas d'alternatives avec un
score minimax strictement inférieur à β.

En conséquence, −→v est une alternative vainqueur pour minimax, avec un mécanisme
de départage des ex aequo si nécessaire. De plus, puisqu'il n'existe pas d'alternative avec
un score minimax inférieur à β, cela implique, grâce à la proposition 4.2, qu'il n'existe pas
d'alternative avec un score minisum inférieur à β. Ainsi, −→w est une alternative vainqueur
pour minisum, avec un départage des ex aequo en sa faveur si nécessaire. Finalement, le
ratio de n est atteint.

Remarquons tout d'abord que dans l'exemple de la preuve précédente, les règles de
minisum et de minimax conditionnelles conduisent à des alternatives vainqueurs totalement
di�érentes. De plus le ratio entre les scores minisum de ces alternatives ne dépend que du
nombre de votants et ne dépend pas du nombre de variables ni du nombre de valeurs pour
ces variables. Ainsi, plus le nombre de votants est grand, plus l'écart de satisfaction entre
une alternative vainqueur pour minimax et une alternative vainqueur pour minisum est
élevé.

En résumé, nous avons montré que, d'une part, il existe des pro�ls pour lesquels mi-
nisum et minimax conditionnelles débouchent sur des issues totalement opposées, et que,
d'autre part, le ratio maximal entre les score minisum d'une alternative vainqueur pour
minimax et d'une alternative vainqueur pour minisum est égal à n.

4.3.3 Propriétés axiomatiques

Poursuivons l'étude de ces règles en observant les propriétés axiomatiques qu'elles vé-
ri�ent ou qu'elles violent. Certaines propriétés adaptées aux règles de votes à vainqueurs
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multiples sont énoncées en section 2.3.6. Dans le cadre du vote par approbation, ces pro-
priétés ont besoin d'être adaptées. Les propriétés suivantes sont énoncées pour une règle de
vote par approbation, r, à vainqueurs multiples et résolue. De plus, il est fait l'hypothèse
que les préférences des votants sont δ-cohérentes.

Anonymat Pour tout pro�l P et toute permutation des votes σ, r(P ) = r(σ(P )).

Consistance Pour tout couple de pro�ls disjoints (donnés par deux électorats disjoints)
P et P ′, si r(P ) = r(P ′), alors r(P ∪ P ′) = r(P ) = r(P ′).

Participation Pour tout pro�l P et tout votant i /∈ N , r(P ∪ vi) �i r(P ), où �i sont des
préférences δ-cohérentes.

Monotonie Pour tout pro�l P , toute variable Xi et toute valeur ai ∈ Di, si ai ∈ r(P ),
alors pour tout pro�l P ′ obtenu depuis P en augmentant le nombre de votants qui ap-
prouvent ai d'une unité, on a soit ai ∈ r(P ′) = r(P ) (monotonie forte) ou ai ∈ r(P ′)
(monotonie faible).

Résistance aux clones Considérons un pro�l P sur un domaine composé de p variables
Xi pour i = 1 . . . p et le pro�l P ′ dérivé 5 de P sur D′, où D′ est composé des p
variables de D telles que pour une variable Xi, on ajoute un clone a′ de la valeur a
que peut prendre Xi. La règle r est résistante aux clones si a /∈ r(P ), alors a /∈ r(P ′)
et a′ /∈ r(P ′) ; et si a ∈ r(P ) alors a ∈ r(P ′) ou a′ /∈ r(P ′).

Ces propriétés sont énoncées pour des règles de votes résolues, mais certaines d'entre
elles s'adaptent naturellement pour traiter le cas des règles irrésolues. Nous en étudions
deux qui sont énoncées pour une règle de vote par approbation, r, à vainqueurs multiples
et irrésolue.

Consistance irrésolue Pour tout couple de pro�ls disjoints (donnés par deux électorats
disjoints) P et P ′, si r(P )∩r(P ′) 6= ∅, alors soit r(P )∩r(P ′) = r(P ∪P ′) (consistance
forte), soit r(P ) ∩ r(P ′) ⊆ r(P ∪ P ′) (consistance faible).

E-participation Pour tout pro�l P , tout principe d'extension E, il n'existe pas de votant
i /∈ N tel que r(P ) �Ei r(P ∪ {vi}), où �Ei est déduit de �i en utilisant le principe
d'extension E 6.

Avant d'étudier le comportement de ces règles vis-à-vis des propriétés citées, rappelons
qu'elles généralisent les règles minisum et minimax dé�nies dans le cadre des élections
de comités. Ainsi, lorsque minisum (respectivement minimax) conditionnelle véri�e une
propriété axiomatique, minisum (respectivement minimax) véri�e aussi cette propriété.

5. P ′ est dérivé à l'aide de certaines hypothèses sur le comportement des votants. Sans restriction sur
le nombre d'approbation, nous supposerons qu'un votant approuve la valeur a de la variable Xi dans P si
et seulement s'il approuve les valeurs a et a′ de Xi dans P ′.

6. Les principes d'extension des préférences sont dé�nis en section 2.5.1.b.
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De même, lorsque minisum (respectivement minimax) ne véri�e pas une propriété alors
minisum (respectivement minimax) conditionnelle ne la véri�e pas non plus.

Commençons par étudier l'anonymat.

Proposition 4.3. Minisum et minimax conditionnelles véri�ent l'anonymat.

Preuve. La preuve est directe.

Bien sûr, nous savons que minisum et minimax sont aussi anonymes dans le cadre des
élections à vainqueurs multiples. Passons à l'étude de la consistance.

Proposition 4.4. Minisum et minimax conditionnelles véri�ent la consistance si T est un
ordre linéaire sur D.

Preuve. Tout d'abord, étudions le cas de minisum. Soient P et P ′ deux pro�ls tels que
minisum(P ) = minisum(P ′) =

−→
d∗. Notons que, par dé�nition de minisum conditionnelle,

on a minisum(
−→
d , P ∪ P ′) = minisum(

−→
d , P ) + minisum(

−→
d , P ′), pour toute alternative

−→
d ∈ D. Supposons qu'il existe

−→
d ∈ D tel que

−→
d 6=

−→
d ∗ et

−→
d = minisum(P ∪ P ′). Deux

cas sont alors à considérer :

• Soit minisum(
−→
d , P ) < minisum(

−→
d∗, P ) ou minisum(

−→
d , P ′) < minisum(

−→
d∗, P

′).

Dans les deux cas, cela contredit la dé�nition de
−→
d ∗.

• Soit minisum(
−→
d , P ) = minisum(

−→
d∗, P

′) et minisum(
−→
d , P ′) = minisum(

−→
d∗, P

′).

Alors, puisque
−→
d ∗ est vainqueur pour P et pour P ′, nous avons

−→
d∗ �T

−→
d . Ainsi

−→
d

ne peut pas être vainqueur pour P ∪ P ′.

Maintenant, étudions le cas de minimax avec une argumentation similaire. Soient P
et P ′ deux pro�ls tels que minimax(P ) = minimax(P ′) =

−→
d∗. Notons cette fois que, par

dé�nition de minimax conditionnelle, pour toute alternative
−→
d ∈ D, on a :

minimax(
−→
d , P ∪ P ′) = max{minimax(

−→
d , P );minimax(

−→
d , P ′)}

Supposons qu'il existe
−→
d ∈ D tel que

−→
d 6=

−→
d ∗ et

−→
d = minimax(P ∪ P ′). Deux cas sont

alors à considérer :

• Soit minimax(
−→
d , P ) < minimax(

−→
d∗, P ) ou minimax(

−→
d , P ′) < minimax(

−→
d∗, P ),

mais cela contredit la dé�nition de
−→
d ∗.

• Soit minimax(
−→
d , P ) = minimax(

−→
d∗, P ) ou minimax(

−→
d , P ′) = minimax(

−→
d∗, P

′).

Mais puisque
−→
d ∗ est vainqueur pour P et pour P ′, nous avons

−→
d∗ �T

−→
d . Ainsi

−→
d

ne peut pas être vainqueur pour P ∪ P ′.
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Ce résultat positif s'étend donc à minisum et minimax, et ces deux règles véri�ent donc
la consistance résolue. Pour la consistance irrésolue, les résultat ne sont pas similaires.

Proposition 4.5. Minisum conditionnelle véri�e la consistance irrésolue forte.

Preuve. Supposons que minisum conditionnelle ne véri�e pas la consistance irrésolue.
Alors, il existe deux pro�ls disjoints P et P ′, tels que minisum(P )∩minisum(P ′) 6= ∅, et
minisum(P ∪ P ′) 6= minisum(P ) ∩minisum(P ′). Sans perte de généralité, considérons
une alternative −→y telle que −→y /∈ minisum(P ) mais −→y ∈ minisum(P ∪ P ′). Puisque
−→y ∈ minisum(P ∪ P ′), nous avons que, pour tout −→x ∈ minisum(P ) ∩minisum(P ′), le
score minisum de −→y dans P ∪P ′ est inférieur ou égal au score minisum de −→x dans P ∪P ′ :

minisum(−→y , P ∪ P ′) ≤ minisum(−→x , P ∪ P ′)

Et puisque−→y /∈ minisum(P ), nous savons que pour tout−→x ∈ minisum(P )∩minisum(P ′),
le score minisum de −→y dans P est strictement supérieur au score minisum de −→x dans P :

minisum(−→y , P ) > minisum(−→x , P ).

Or, nous savons que minisum(
−→
d , P ∪ P ′) = minisum(

−→
d , P ) + minisum(

−→
d , P ′), pour

toute alternative
−→
d ∈ D. Ainsi, les deux équations précédentes impliquent :

minisum(−→y , P ′) < minisum(−→x , P ′),

ce qui contredit −→x ∈ minisum(P ′), et donc aussi −→x ∈ minisum(P ) ∩minisum(P ′).

De même, ce résultat s'étend pour minisum. Cependant, nous obtenons un résultat
négatif pour minimax qui s'étend naturellement à minimax conditionnelle.

Proposition 4.6. Minimax ne véri�e pas la consistance irrésolue forte.

Preuve. La preuve est un contre-exemple. Considérons un ensemble de quatre votants
N = {1, 2, 3, 4} et trois candidats X = {x1, x2, x3}. Les préférences des votants sont les
suivantes :

P1 : (101)
P2 : (001)
P3 : (110)
P4 : (001)

Maintenant considérons deux pro�ls de vote P = {P1, P2} et P ′ = {P3, P4}. Le tableau
suivant résume les distances de Hamming et les scores minimax des comités pour les pro�ls
P , P ′ et P ∪ P ′.
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H(c, Pi) 1 2 3 4 maxP maxP ′ maxP∪P ′

000 2 1 2 1 2 2 2
001 1 0 3 0 1 3 3
010 3 2 1 2 3 2 3
011 2 1 2 1 2 2 2
100 1 2 1 2 2 2 2
101 0 1 2 1 1 2 2
110 2 3 0 3 3 3 3
111 1 2 1 2 2 2 2

Alors, d'une part, nous avons minimax(P ) ∩minimax(P ′) = {(101)}, mais d'autre part,
nous avons minimax(P ∪ P ′) = {(000), (011), (100), (101), (111)}. Ceci contredit donc la
consistance irrésolue forte.

Ainsi, minimax ne véri�e pas la consistance irrésolue, cela s'explique par la non-linéarité
de l'opérateur d'agrégation maximum. Ce résultat s'étend alors à minimax conditionnelle.
Cependant, la règle minimax conditionnelle véri�e la forme faible de la consistance irrésolue
faible, ceci implique donc que minimax la véri�e aussi.

Proposition 4.7. Minimax conditionnelle véri�e la consistance irrésolue faible.

Preuve. Supposons que minimax conditionnelle ne véri�e pas la consistance irrésolue
faible. Alors, il existe deux pro�ls disjoints P et P ′, tels queminimax(P )∩minimax(P ′) 6=
∅, et minimax(P )∩minimax(P ′) * minimax(P ∪P ′). Sans perte de généralité, considé-
rons une alternative−→y telle que−→y ∈ minimax(P )∩minimax(P ′) mais−→y /∈ minimax(P∪
P ′). Puisque −→y /∈ minimax(P ∪P ′), nous avons que pour tout −→x ∈ minimax(P ∪P ′), le
score minimax de −→y dans P ∪ P ′ est strictement supérieur au score minimax de −→x dans
P ∪ P ′ :

minimax(−→y , P ∪ P ′) > minimax(−→x , P ∪ P ′)

Et puisque −→y ∈ minimax(P ) ∩ minimax(P ′), nous savons que pour tout −→x , le score
minimax de −→y dans P et dans P ′ est inférieur ou égal au score minimax de −→x dans P et
dans P ′ c'est-à-dire :

minimax(−→y , P ) ≤ minimax(−→x , P ),

minimax(−→y , P ′) ≤ minimax(−→x , P ′).

Or, nous savons que minimax(
−→
d , P ∪P ′) = maxminimax(

−→
d , P );minimax(

−→
d , P ′), pour

toute alternative
−→
d ∈ D. Ainsi, les deux équations précédentes impliquent :

minimax(−→y , P ∪ P ′) ≤ minimax(−→x , P ∪ P ′),

ce qui est une contradiction.

Étudions maintenant la participation. Notons que la dé�nition de la participation s'ap-
puie fortement sur l'hypothèse des préférences δ-cohérentes des votants.
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Proposition 4.8. Minisum conditionnelle véri�e la participation.

Preuve. Supposons que minisum conditionnelle ne satisfait pas la participation, alors il
existe un pro�l P et un votant i /∈ N tels que minisum(P ) �i minisum(P ∪{vi}). Notons−→
d = minisum(P ) et

−→
f = minisum(P ∪ {vi}). Alors, nous avons :

minisum(
−→
d , P ∪ {vi}) ≥ minisum(

−→
f , P ∪ {vi})

Mais puisque
−→
d �i

−→
f , nous savons qu'en passant de P ∪ {v} à P , le score de −→v diminue

strictement moins que le score de
−→
f (car �i est supposée δ-cohérente). Cela implique que

minisum(
−→
d , P ) > minisum(

−→
f , P ), ce qui est une contradiction.

Proposition 4.9. Minimax conditionnelle satisfait la participation, lorsque le mécanisme
de départage est un ordre linéaire.

Preuve. Supposons que minimax conditionnelle ne véri�e pas la participation, même
avec un ordre linéaire T comme mécanisme de départage. Alors, il existe un pro�l P
et un votant i /∈ N tels que minimax(P ) �i minimax(P ∪ {vi}). Avec

−→
d = minimax(P )

et
−→
f = minimax(P ∪ {vi}), on obtient minimax(

−→
d , P ∪ {vi}) ≥ minimax(

−→
f , P ∪ {vi}).

Deux cas sont alors à considérer :

• Si minimax(
−→
d , P ∪ {vi}) > minimax(

−→
f , P ∪ {vi}), alors, puisque

−→
d �i

−→
f , cela

implique que minisum(
−→
d , P ) > minisum(−→w ,P ), ce qui est une contradiction.

• Si minimax(
−→
d , P ∪{vi}) = minimax(

−→
f , P ∪{vi}), alors cela implique que

−→
f �T

−→
d

(car
−→
f est vainqueur dans P ∪ {vi}). Et puisque

−→
d �i

−→
f , nous avons au mieux

minimax(
−→
d , P ) = minimax(

−→
f , P ). Mais puisque nous avons

−→
f �T

−→
d , nous obte-

nons minimax(P ) =
−→
f , ce qui est une contradiction.

Ces deux résultats positifs s'étendent à minisum et minimax.

De plus, remarquons qu'avec l'hypothèse des préférences δ-cohérentes, une règle résolue
qui véri�e la participation véri�e aussi la Kelly-participation sous sa forme irrésolue. En
e�et, s'il existe un contre-exemple pour la Kelly-participation pour une règle irrésolue r
alors ce contre-exemple est valide pour la participation pour la forme résolue de cette règle
r, en choisissant un mécanisme de départage des ex aequo approprié. Ainsi, nous obtenons :

Proposition 4.10. Minisum et minimax conditionnelles véri�ent la Kelly-participation.

Intéressons-nous maintenant à la monotonie.

Proposition 4.11. Minisum conditionnelle est fortement monotone, lorsque le mécanisme
de départage est un ordre linéaire.
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Preuve. Considérons un pro�l P sur p domaines Di pour i = 1 . . . p, et une valeur de
variable ai ∈ minisum(P ) tels qu'un votant i n'approuve pas ai étant données les valeurs
des variables précédant Xi dans minisum(P ). Maintenant, considérons P ′ obtenu depuis
P mais où le votant v approuve ai étant données les valeurs des variables précédant Xi

dans minisum(P ). Alors, de P à P ′, les scores minisum des alternatives sont transformés
de la façon suivante :

• les scores des alternatives qui contiennent ai (étant données les valeurs des variables
précédant ai dans minisum(P )) sont diminués de 1,

• les scores des autres alternatives ne diminuent pas.

Ainsi, avec un ordre linéaire comme mécanisme de départage des ex aequo, nous obtenons
minisum(P ′) = minisum(P ).

Ainsi minisum conditionnelle est fortement monotone, ce qui implique que minisum l'est
aussi. Par contre, la propriété suivante énonce que minimax n'est pas fortement monotone.

Proposition 4.12. Minimax n'est pas fortement monotone.

Preuve. La preuve est un contre-exemple. Considérons un ensemble de trois votants
N = {1, 2, 3} et trois candidats X = {x1, x2, x3}. Les préférences des votants sont les
suivantes :

P1 : (101)
P2 : (011)
P3 : (010)

Nous créons le votant 1′ à partir du votant 1 en ajoutant le candidat x2 au vote P1,
c'est-à-dire P1′ = P1 ∪ {x2}. Considérons maintenant le pro�l P ′ construit à partir de P
en remplaçant le votant 1 par le votant 1′. Le tableau suivant résume les distances de
Hamming et les scores minimax des comités pour les pro�ls P , P ′.

H(c, i) 1 2 3 1′ maxP maxP ′

000 2 2 1 3 2 3
001 1 1 2 2 2 2
010 3 1 0 2 3 2
011 2 0 1 1 2 1
100 1 3 2 2 3 3
101 0 2 3 1 3 3
110 2 2 1 1 2 2
111 1 1 2 0 2 2

Nous avons alors (110) ∈ minimax(P ) mais (110) /∈ Minimax(P ′), ce qui contredit la
monotonie forte.
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Minimax ne véri�e pas la monotonie forte et donc minimax conditionnelle non plus.
De même que pour la consistance irrésolue, cela semble lié à la non linéarité de l'opérateur
d'agrégation maximum. Cependant, minimax conditionnelle véri�e la monotonie faible.

Proposition 4.13. Minimax conditionnelle est faiblement monotone, lorsque le mécanisme
de départage est un ordre linéaire.

Preuve. Considérons un pro�l P sur p domaines Di pour i = 1 . . . p et considérons une
valeur ai ∈ minimax(P ) telle qu'il existe un votant v qui n'approuve pas ai étant don-
nées les valeurs des variables précédant ai dans minimax(P ). Maintenant, considérons P ′

obtenu depuis P mais où le votant v approuve ai étant données les valeurs des variables
précédant ai dans minimax(P ). Alors, de P à P ′, les scores minimax des alternatives sont
transformés de la façon suivante :

• les scores des alternatives qui contiennent ai (étant données les valeurs des variables
précédant ai dans minimax(P )) n'augmentent pas et peuvent diminuer de 1,

• les scores des autres alternatives ne diminuent pas et peuvent augmenter de 1.

Ainsi, avec un ordre linéaire comme mécanisme de départage des ex aequo, l'alternative
minimax(P ′) est telle que ai ∈ minimax(P ′).

Encore une fois, ce résultat positif est aussi vrai pour minimax. Finalement étudions
la résistance aux clones de minisum et minimax. La dé�nition de la résistance aux clones
dépend de l'hypothèse sur le comportement des votants vis-à-vis de la valeur de la variable
clonée. Sans contrainte sur le nombre d'approbation, nous faisons l'hypothèse que si un
votant approuve une valeur a pour la variable Xi dans le pro�l initial P alors il approuve
a et a′ dans le pro�l P ′ où la valeur a a été clonée par la valeur a′ pour la variable Xi.

Proposition 4.14. Minisum et minimax conditionnelles sont résistantes aux clones.

Preuve. Sans restriction sur le nombre d'approbation, chaque votant qui approuve une
valeur a pour Xi dans P approuve aussi a et sa valeur clone a′ dans P ′. Les scores des
alternatives qui incluent a′ dans P ′ sont égaux aux scores des mêmes alternatives pour P
dans lesquelles on remplace a′ par a. Les scores des alternatives n'incluant pas a′ restent
inchangés de P à P ′. Ces règles sont donc résistantes au clones.

Remarquons qu'avec une restriction sur le nombre d'approbation et si nous considérons
qu'un votant qui approuve a a tendance à approuver a′ au lieu de a, alors ces deux règles
ne sont plus résistantes aux clones.
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4.3.4 Manipulation

Dans cette partie, nous étudions la manipulation de minisum conditionnelle, en la
considérant résolue par un mécanisme de départage des ex aequo ou irrésolue à l'aide d'un
principe d'extension des préférences. De plus, rappelons qu'il est fait l'hypothèse que les
préférences des votants sont δ-cohérentes.

Tout d'abord rappelons que nous avons montré que minimax est manipulable pour tout
nombre de votants et de candidats dans le chapitre 3. Cela implique donc que minimax
conditionnelle est manipulable.

Nous savons que minisum n'est pas manipulable dans le cadre des élections de comités.
Ce résultat s'étend-il à minisum conditionnelle ?

Tout d'abord, considérons minisum conditionnelle résolue par un mécanisme de dépar-
tage des ex aequo T , que nous noterons minisumT conditionnelle.

Proposition 4.15. Considérons un pro�l P sur p domaines Di tel que |Di| = αi pour
i = 1 . . . p, alors, pour tout p ≥ 2 et tout αi ≥ 2, i = 1 . . . p, minisumT conditionnelle est
manipulable.

Preuve. La preuve est fondée sur un exemple pour p = 2 et α1 = α2 = 2, qui peut être
étendu pour tout p ≥ 2 et tout αi ≥ 2, i = 1 . . . p.

Considérons un nombre pair de votants, n, et un domaine composé de deux variables
binaires D = X × Y , avec X = {x, x̄} et Y = {y,ȳ}. Le mécanisme de départage des ex
aequo favorise (xy) face à (x̄ȳ). De plus, considérons les dépendances suivantes entre les
variables :

X −→ Y

Les approbations conditionnelles sont les suivantes :

n/2 n/2− 1 1

x x̄ x̄
x : y x : y x : y, ȳ
x̄ : ȳ x̄ : ȳ x̄ : ȳ

Les scores minisum des alternatives sont donc :

x x̄

y n/2 3 · n/2
ȳ 3 · n/2− 1 n/2

Les alternatives (xy) et (x̄ȳ) sont les deux alternatives vainqueurs et le mécanisme de
départage choisit (xy).

Maintenant, le votant isolé change son vote et décide de ne pas approuver y, sachant
que x est choisi. Cela nous donne les approbations conditionnelles suivantes :
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n/2 n/2− 1 1

x x̄ x̄
x : y x : y x : ȳ
x̄ : ȳ x̄ : ȳ x̄ : ȳ

Les scores minisum deviennent donc :

x x̄

y n/2 + 1 3 · n/2
ȳ 3 · n/2− 1 n/2

L'alternative vainqueur est alors x̄ȳ qui est l'alternative préférée du manipulateur (selon
l'hypothèse que les préférences des votants sont δ-cohérentes).

Cet exemple peut être étendu à tout nombre de variables p ≥ 2, en ajoutant de variables
factices sur lesquelles tous les votants sont d'accord, et pour tout αi ≥ 2, i = 1 . . . p.

De plus, si nous considérons deux manipulateurs dans cet exemple, nous obtenons une
manipulation qui ne dépend d'aucun mécanisme de départage des ex aequo.

Maintenant, étudions la manipulation de minisum conditionnelle irrésolue. Les prin-
cipes d'extension nécessaires à cette étude sont présentés en section 2.5.1.b. On remarque
tout d'abord que, dans l'exemple précédent, avant manipulation l'ensemble des alterna-
tives vainqueurs ex aequo est {(xy), (x̄ȳ)}, et après manipulation {(x̄ȳ)}. Cela nous donne
donc une manipulation valide selon le principe d'extension de Fishburn, c'est-à-dire une
PF -manipulation, ce qui implique une PG-manipulation.

Il reste à savoir si minisum conditionnelle est PK-manipulable. Pour ce faire, nous consi-
dérons un domaine composé de trois variables binaires. Nous obtenons une manipulation
qui ne dépend d'aucun mécanisme de départage, en d'autres termes une PK-manipulation,
qui s'étend pour tout p ≥ 3 et tout αi ≥ 2, i = 1 . . . p.

Proposition 4.16. Considérons un pro�l P sur p domaines Di tel que |Di| = αi pour
i = 1 . . . p, alors pour tout p ≥ 3 et tout αi ≥ 2, i = 1 . . . p, minisum conditionnelle est
PK-manipulable.

Preuve. La preuve est fondée sur un exemple pour p = 3 et α1 = α2 = α3 = 2, qui peut
être étendu à tout p ≥ 3 et tout αi ≥ 2, i = 1 . . . p.

Considérons un nombre pair de votants, n, un domaine composé de trois variables
binaires D = {X,Y, Z}, avec X = {x, x̄} et Y = {y, ȳ} et Z = {z, z̄}. De plus, considérons
les dépendances suivantes entre les variables :

X −→ Y −→ Z

Les approbations conditionnelles sont les suivantes :
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n/2− 1 1 n/2− 1 1

x x x̄ x̄
x : y x : y x : y x : y, ȳ
x̄ : ȳ x̄ : y x̄ : ȳ x̄ : ȳ
xy : z xy : z xy : z xy : z, z̄
xȳ : z xȳ : z xȳ : z xȳ : z̄
x̄y : z x̄y : z x̄y : z̄ x̄y : z̄
x̄ȳ : z̄ x̄ȳ : z̄ x̄ȳ : z̄ x̄ȳ : z̄

Les scores minisum des alternatives sont :

alternative δ

(xyz) n/2
(xyz̄) 3 · n/2− 1
(xȳz) 3 · n/2
(xȳz̄) 5 · n/2− 2
(x̄yz) 2 · n
(x̄yz̄) 2 · n− 1
(x̄ȳz) 3 · n/2 + 1
(x̄ȳz̄) n/2 + 1

L'alternative (xyz) est l'alternative vainqueur.

Maintenant, le dernier votant change son vote et décide de ne pas approuver y sachant
que x est choisi, et de ne pas approuver z sachant que xy est choisi. Cela nous donne les
approbations conditionnelles suivantes :

n/2− 1 1 n/2− 1 1

x x x̄ x̄
x : y x : y x : y x : ȳ
x̄ : ȳ x̄ : y x̄ : ȳ x̄ : ȳ
xy : z xy : z xy : z xy : z̄
xȳ : z xȳ : z xȳ : z xȳ : z̄
x̄y : z x̄y : z x̄y : z̄ x̄y : z̄
x̄ȳ : z̄ x̄ȳ : z̄ x̄ȳ : z̄ x̄ȳ : z̄

Les scores minisum des alternatives deviennent :
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alternative δ

(xyz) n/2 + 2
(xyz̄) 3 · n/2
(xȳz) 3 · n/2
(xȳz̄) 5 · n/2− 2
(x̄yz) 2 · n
(x̄yz̄) 2 · n− 1
(x̄ȳz) 3 · n/2 + 1
(x̄ȳz̄) n/2 + 1

L'alternative vainqueur est alors x̄ȳz̄ qui est l'alternative préférée du manipulateur (se-
lon l'hypothèse que les préférences des votants sont δ-cohérentes), et la manipulation est
réussie.

Cet exemple peut être étendu à tout nombre de variables p ≥ 3, en ajoutant des
variables factices sur lesquelles les votants sont d'accord, et tout αi ≥ 2, i = 1 . . . p.

La règle minisum conditionnelle est donc manipulable, qu'elle soit résolue ou irrésolue,
tandis que minisum n'est pas manipulable dans le élections à vainqueurs multiples. Cela
n'est pas étonnant car la présence de dépendances entre les variables implique nécessaire-
ment des possibilités de manipulation.

4.3.5 Résumé

Cette section porte sur l'étude des deux règles de vote par approbation conditionnelle,
minisum et minimax conditionnelles.

Tout d'abord, on s'intéresse à la complexité de calcul de ces deux règles, en rappelant
que minimax est NP-di�cile et donc minimax conditionnelle l'est aussi. Nous montrons
de plus que la détermination d'un vainqueur pour la règle minisum conditionnelle est NP-
di�cile alors qu'elle est polynomiale pour minisum. Cependant, nous obtenons un ratio
d'approximation di�érentielle pour ce problème.

Puis, nous étudions la proximité des alternatives retournées par ces deux règles. Pour
tout nombre de variables et pour toute taille de ces varaibles, nous obtenons des pro�ls
pour lesquels les alternatives vainqueurs pour minisum et minimax conditionnelles sont
totalement opposées. De plus, nous prouvons que le ratio maximal entre le score minisum
de ces deux alternatives est égal n.

Ensuite, nous étudions les propriétés axiomatiques véri�ées ou non par ces règles. Nous
montrons par exemple que minisum conditionnelle est fortement monotone, tandis que
minimax conditionnelle est seulement faiblement monotone.

En�n, nous étudions la manipulabilité de ces deux règles, et en particulier celle de mini-
sum conditionnelle. En e�et, étant donné que minisum n'est pas manipulable, l'étude de la
manipulabilité de minisum conditionnelle est importante. La conclusion est que minisum
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conditionnelle est manipulable, qu'elle soit considérée comme règle résolue ou irrésolue.
Ainsi, lorsque l'on permet aux votants d'exprimer des préférences conditionnelles, cela crée
des situations de manipulation.

4.4 Vote par approbation conditionnelle séquentiel

Dans cette section, nous étudions le vote par approbation séquentiel (SCAV) dans
le contexte d'approbations conditionnelles, présenté en section 4.2.3. Nous commençons
l'étude de cette règle en mesurant la proximité de ses résultats avec ceux de minisum
conditionnelle. Nous calculons le rapport entre les scores de minisum des issues vainqueurs
pour le vote par approbation séquentiel et pour minisum. Ensuite nous étudions la mani-
pulation du vote par approbation séquentiel.

4.4.1 Proximité des solutions du vote par approbation séquentiel et de
minisum conditionnelle

Dans cette section, nous étudions le lien entre les alternatives vainqueurs pour SCAV
et minisum. Pour ce faire, nous calculerons le score minisum maximal d'une alternative
vainqueur pour le SCAV. Commençons par un exemple avec un domaine composé de deux
variables binaires.

Exemple 4.8. Considérons un domaine composé de deux variables binaires D = X×Y et
X = {x, x̄}, Y = {y, ȳ}. De plus, considérons les dépendances suivantes entre les variables :

X −→ Y

Le pro�l est composé de n+ 1 votants avec les approbations conditionnelles suivantes :

n/2 + 1 n/2

x x̄
x : y x : ȳ
x̄ : ȳ x̄ : ȳ

Ces préférences conduisent aux désaccords suivants :

(xy) (xȳ) (x̄y) (x̄ȳ)

n/2 + 1 0 1 2 1
n/2 2 1 1 0

Les scores minisum des alternatives sont donc :

x x̄

y n 3n/2 + 2
ȳ n+ 1 n/2 + 1
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Le comité vainqueur pour minisum est (x̄ȳ) avec un score minisum de n/2 + 1. Tandis que
le comité vainqueur pour SCAV est (xy), et possède un score minisum de n.

Le rapport entre les scores de minisum pour le vainqueur de minisum et le vainqueur
de SCAV est donc 2

1+2/n , c'est-à-dire 2− o(n).

En fait, ce ratio est le ratio le plus grand que l'on peut obtenir entre une alternative
vainqueur pour SCAV et une alternative vainqueur pour minisum, lorsque l'on considère
deux variables binaires.

Proposition 4.17. Étant donné un domaine combinatoire composé de deux variables bi-
naires, le ratio maximal entre les scores de minisum de l'alternative vainqueur de SCAV
et de celle vainqueur de minisum est 2.

Preuve. Considérons n votants, un domaine composé de deux variables binaires X × Y
et les dépendances suivantes entre les variables :

X −→ Y

Nous chercherons d'abord une borne supérieure pour le score minisum du vainqueur de
SCAV, puis une borne inférieure pour le score du vainqueur de minisum sous la contrainte
qu'il ne soit pas vainqueur pour SCAV.

Tout d'abord, supposons que (xy) est l'alternative vainqueur pour SCAV, cherchons
alors une borne supérieure pour son score minisum. Pour que (xy) soit le vainqueur de
SCAV, il est nécessaire que x et (x : y) soient approuvés par une majorité de votants. Cela
entraîne un score minisum maximal de n.

Maintenant, supposons que (x̄ȳ) est le vainqueur de minisum et n'est pas vainqueur
pour SCAV. Une des possibilités pour que (x̄ȳ) ne soit pas vainqueur pour SCAV est que x̄
soit approuvé par moins de la majorité des votants, et dans ce cas (x̄ : ȳ) peut être approuvé
par n'importe quel nombre de votants. Il existe d'autres possibilités pour que (x̄ : ȳ) ne
soit pas vainqueur pour SCAV mais elles conduisent à un score minsum supérieur ou égal
à celui de la possibilité choisie. Ainsi, le plus petit score minisum pour (x̄ȳ) tout en n'étant
pas vainqueur de SCAV est n/2.

Ces deux bornes nous donnent alors un ratio théorique de 2, qui est la ratio atteint
dans l'exemple précédent lorsque n tend vers l'in�ni.

Ainsi, au pire de cas, l'alternative vainqueur pour SCAV possède un score minisum
deux fois plus grand que l'alternative vainqueur pour minisum, lorsque l'on considère deux
variables binaires.

Nous pouvons étendre ce résultat à un nombre arbitraire de domaines binaires.

Proposition 4.18. Étant donné un domaine combinatoire composé de p variables binaires,
le ratio maximal entre les scores minisum de l'alternative vainqueur pour SCAV et de celle
vainqueur pour minisum est p.
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Preuve. Considérons n votants, un domaine avec p variables binaires Xi = {xi1, xi2}, avec
i = 1 . . . p et les dépendances suivantes entre les variables :

X1 −→ X2 −→ . . . −→ Xp

Nous chercherons d'abord une borne supérieure pour le score minisum du vainqueur de
SCAV, puis une borne inférieure pour le score du vainqueur de minisum sous la contrainte
qu'il ne soit pas vainqueur pour SCAV.

Dans un premier temps, supposons que (x11x
2
1 . . . x

p
1) est une alternative vainqueur pour

SCAV, nous cherchons une borne supérieure pour son score minisum. Pour que (x11x
2
1 . . . x

p
1)

soit vainqueur pour SCAV, il est nécessaire que x11, x
1
1 : x21, . . . ,x

1
1x

2
1 . . . : xp1 soient approu-

vés par une majorité de votants. Ce qui entraîne un score minisum maximal de p · n/2.

Maintenant, supposons que (x12x
2
2 . . . x

p
2) est vainqueur pour minisum sans être vain-

queur pour SCAV. Un des moyens pour que (x12x
2
2 . . . x

p
2) ne soit pas vainqueur pour SCAV

est de l'éliminer au premier tour. Ainsi x12 doit être approuvé par moins de la majorité, et
dans ce cas, x12 : x22, . . . , x

1
2x

2
2 . . . : xp2 peuvent être approuvés par un nombre quelconque de

votants. De même, il existe d'autres moyens pour éviter que (x12x
2
2 . . . x

p
2) ne soit vainqueur

pour SCAV, mais ils conduisent à un score minisum supérieur ou égal. Ainsi le plus petit
score minisum pour (x12x

2
2 . . . x

p
2) tout en n'étant pas vainqueur de SCAV est n/2.

Ces deux bornes nous conduisent à un ratio théorique de p.

Ce ratio théorique de p est atteint par l'exemple 4.9.

Exemple 4.9. Considérons n votants, un domaine combinatoire composé de p variables
binaires Xi = {xi1, xi2}, avec i = 1 . . . p et les dépendances suivantes entre les variables :

X1 −→ X2 −→ . . . −→ Xp

Les préférences conditionnelles des votants sont les suivantes : n/2 votants approuvent
toujours la première valeur de chaque variable sauf lorsque toutes les variables précédentes
sont �xées à leurs secondes valeurs, les autres n/2 votants approuvent toujours la seconde
valeur des variables binaires.

n/2 n/2

x11 x12
x11 : x21 x11 : x22
x12 : x22 x12 : x22
x11x

2
1 : x31 x11x

2
1 : x32

x11x
2
2 : x31 x11x

2
2 : x32

x12x
2
1 : x31 x12x

2
1 : x32

x12x
2
2 : x32 x12x

2
2 : x32

...
...
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L'alternative vainqueur pour SCAV est (x11x
2
1 . . . x

p
1), avec un mécanisme de départage lexi-

cographique, et son score minisum est p · n/2. Tandis que l'alternative vainqueur pour
minisum est (x12x

2
2 . . . x

p
2) avec un score de n/2. Ainsi le ratio obtenu est p.

Maintenant, étudions comment ce résultat s'étend à des domaines de tailles arbitraires.

Théorème 9. Étant donné un domaine combinatoire composé de p domaines Di, avec
|Di| = αi, i = 1 . . . p, le ratio maximal entre les scores minisum de l'alternative vainqueur
de SCAV et de celle vainqueur de minisum est (

∑p
i=1 1− 1

αi
)/(1 + 1

α1
).

Preuve. Considérons n votants, un domaine composé de p domaines Di, avec |Di| = αi,
i = 1 . . . p et les dépendances suivantes entre les variables :

X1 −→ X2 −→ . . . −→ Xp

Nous chercherons d'abord une borne supérieure pour le score minisum du vainqueur de
SCAV, puis une borne inférieure pour le score du vainqueur de minisum sous la contrainte
qu'il ne soit pas vainqueur pour SCAV.

Premièrement, supposons que (x11x
2
1 . . . x

p
1) est l'alternative vainqueur pour SCAV, nous

cherchons alors une borne supérieure pour son score minisum. Pour que (x11x
2
1 . . . x

p
1) soit

un vainqueur pour SCAV, x11, respectivement x11 : x21, . . . ,x
1
1x

2
1 . . . : xp1, doit être approuvé

par au moins n/α1 votants, respectivement n/α2, . . . , n/αp votants. Cela entraîne un score
minisum maximal de

∑p
i=1 n− n ·

1
αi
, c'est-à-dire n ·

∑p
i=1 1− 1

αi
.

Maintenant, supposons que (x12x
2
2 . . . x

p
2) est une alternative vainqueur pour minisum

sans être vainqueur pour SCAV. Un des moyens pour que (x12x
2
2 . . . x

p
2) ne soit pas vainqueur

pour SCAV est de l'éliminer au premier tour. Ainsi x12 doit être approuvé par moins de
n
α1

votants, et dans ce cas, x12 : x22, . . . x
1
2x

2
2 . . . : xp2 peuvent être approuvés par un nombre

quelconque de votants. De même, il existe d'autres moyens pour éviter que (x12x
2
2 . . . x

p
2) ne

soit vainqueur pour SCAV, mais ils conduisent à un score minisum supérieur ou égal. Ainsi
le plus petit score minisum pour (x12x

2
2 . . . x

p
2) tout en n'étant pas vainqueur de SCAV est

n− n
α1
.

Nous obtenons alors le ratio théorique (
∑p

i=1 1− 1
αi

)/(1− 1
α1

).

De même, ce ratio théorique est atteint par l'exemple 4.10.

Exemple 4.10. Considérons un domaine composé de p domaines Di, avec |Di| = αi pour
i = 1 . . . p. On �xe le nombre de votants à n, où n est un entier multiple de chaque αi,
pour i = 1 . . . p. De plus, considérons les dépendances suivantes entre les variables :

X1 −→ X2 −→ . . . −→ Xp

Il est seulement nécessaire de dé�nir partiellement les préférences des votants, variable par
variable :
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• n/α1 votants approuvent x11, n/α1 votants approuvent x12, . . ., et n/α1 votants ap-
prouvent x1α1

.

• n/α2 votants approuvent x11 : x21, n/α2 votants approuvent x11 : x22, . . ., et n/α2

votants approuvent x11 : x2α2
.

• ainsi de suite,

• n/αp votants approuvent x11x21 . . . : xp1, n/αp votants approuvent x
1
1x

2
1 . . . : xp2, . . ., et

n/αp votants approuvent x11x
2
1 . . . : xpαp .

• de plus, chaque votant approuve aussi x12 : x22, x
1
2x

2
2 : x32, . . . , x

1
2x

2
2 . . . : xp2.

Alors, avec un mécanisme de départage des ex aequo lexicographique, l'alternative vainqueur
pour SCAV est (x11x

2
1 . . . x

p
1) et son score minisum est n·

∑p
i=1 1− 1

αi
. L'alternative vainqueur

pour minisum est (x12x
2
2 . . . x

p
2) avec un score de n− n

α1
.

Le ratio obtenu est donc de (
∑p

i=1 1− 1
αi

)/(1− 1
α1

).

Ainsi, si nous considérons des domaines de variables binaires, le ratio devient p. Plus
généralement, en considérant des domaines de même taille α, alors le ratio maximal est
aussi égal à p.

En résumé, nous avons montré que, d'une part, il existe des pro�ls pour lesquels SCAV
et minisum conditionnelle débouchent sur des issues totalement opposées, et que, d'autre
part, le ratio maximal entre les scores minisum d'une alternative vainqueur pour SCAV et
d'une alternative vainqueur pour minisum est égal à (

∑p
i=1 1− 1

αi
)/(1− 1

α1
).

4.4.2 Manipulation

Dans cette partie nous étudions la manipulation de SCAV avec des approbations condi-
tionnelles, en la supposant résolue par un mécanisme de départage des ex aequo. Nous
montrons que SCAV est manipulable pour tout p ≥ 2 et tout αi ≥ 2, i = 1 . . . p.

Proposition 4.19. Considérons un pro�l P sur p domaines Di tel que |Di| = αi pour
i = 1 . . . p, alors pour tout p ≥ 2 et tout αi ≥ 2, i = 1 . . . p, SCAV T est manipulable.

Preuve. La preuve est fondée sur un exemple pour p = 2 et α1 = α2 = 2, qui peut être
étendu à tout p ≥ 2 et tout αi ≥ 2, i = 1 . . . p.

Considérons un domaine avec deux variables binaires D = X × Y , avec X = {x, x̄} et
Y = {y,ȳ} et les dépendances suivantes entre les variables :

X −→ Y

Le mécanisme de départage des ex aequo favorise les valeurs positives de chaque variable.
Les préférences conditionnelles sont les suivantes :
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n/2 n/2 1

x x̄ x, x̄
x : y x : y x : ȳ
x̄ : ȳ x̄ : ȳ x̄ : ȳ

Alors, l'alternative vainqueur pour SCAV T est (xy).

Maintenant, le votant isolé change son vote et décide de ne pas approuver x. Cela nous
donne les préférences suivantes :

n/2 n/2 1

x x̄ x̄
x : y x : y x : ȳ
x̄ : ȳ x̄ : ȳ x̄ : ȳ

Maintenant, l'alternative vainqueur est (x̄ȳ) et la manipulation est réussie puisque le ma-
nipulateur préfère (x̄ȳ) à (xy).

Cet exemple peut être étendu à tout nombre de variables p ≥ 2, en ajoutant des
variables arti�cielles sur lesquelles les votants sont tous d'accords, et à tout nombre de
valeurs pour chacune de ces variables αi ≥ 2, i = 1 . . . p.

4.4.3 Résumé

Cette section porte sur l'étude du vote séquentiel par approbation, dans le contexte
d'approbations conditionnelles.

Tout d'abord, nous étudions la proximité des alternatives retournées par SCAV et par
minisum conditionnelle. Pour tout nombre de variables et pour toute taille de ces variables,
nous obtenons des pro�ls pour lesquels les alternatives vainqueurs pour minisum et SCAV
sont totalement opposées. De plus, nous prouvons que le ratio maximal entre le score
minisum de ces deux alternatives est égal (

∑p
i=1 1− 1

αi
)/(1− 1

α1
).

Ensuite, nous étudions la manipulabilité de cette règle, pour laquelle nous donnons un
exemple de manipulation valide, pour tout nombre de variables et pour toute taille de ces
variables.
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Chapitre 5

Vainqueurs possibles et
nécessaires en vote par
approbation

Résumé
Connaissant seulement les préférences ordinales d'un ensemble de vo-

tants sur un ensemble de candidats, et en faisant l'hypothèse que les votants sou-
mettent des votes sincères, que peut-on dire sur les vainqueurs possibles d'une élec-
tion par approbation ? Le résultat dépend de la manière dont chaque votant choisit la
frontière entre les candidats acceptables et non-acceptables, c'est-à-dire, le nombre de
candidats qui vont être approuvés. Tandis qu'il est facile de savoir quel candidat peut
être un vainqueur unique, nous montrons qu'il est di�cile de décider si un ensemble
d'au moins deux candidats peut constituer l'ensemble des candidats co-vainqueurs.
Nous étudions aussi ce problème dans le cas où le nombre de candidats approuvés
par chaque votant est limité par une borne supérieure et/ou inférieure. De plus, si
nous avons une distribution de probabilité sur le nombre de candidats approuvés par
chaque votant, nous obtenons une distribution de probabilité sur les vainqueurs : nous
étudions la forme de cette distribution de façon expérimentale, en suivant l'hypothèse
de culture impartiale et le modèle de Mallows. En�n, nous généralisons certains de
ces résultats au vote par approbation à vainqueurs multiples, pour une grande partie
des règles proposées dans la littérature et présentées en section 2.3.4.
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5.1. Introduction

5.1 Introduction

5.1.1 Motivation et plan

La plupart des règles de vote prennent en entrée une collection d'ordres sur les can-
didats. Lorsque ces informations préférentielles sont incomplètes, par exemple dans un
contexte où la communication est limitée, se posent alors les problèmes de vainqueurs
possibles et nécessaires. Ces problèmes ont été présentés en section 2.6.

Cependant, le vote par approbation, proposé par Brams et Fishburn (1978), fait ex-
ception en prenant en entrée un sous-ensemble de candidats. Étant donné les préférences
ordinales d'un votant sur un ensemble de candidats, il est connu qu'il existe plusieurs votes
d'approbation sincères et compatibles avec cet ordre. En e�et, pour chaque candidat x,
approuver l'ensemble des candidats qui sont au moins autant appréciés que x constitue un
vote sincère, comme on l'a vu en section 2.5.1.a. Si la relation de préférence du votant sur
un ensemble de m candidats est un ordre, alors il existe m votes par approbation sincère 1,
d'après Brams et Fishburn (1983).

Maintenant, supposons que nous 2 possédions les ordres de préférences de chaque votant
mais que nous ne puissions pas prédire le seuil qu'ils �xeront, c'est-à-dire le nombre de
candidats qu'ils approuveront. Pour chaque vecteur de seuils (un seuil pour chaque votant),
il existe un vainqueur, ou, dans le cas d'une égalité, un ensemble de candidats co-vainqueurs,
appelé l'ensemble co-vainqueur. Un ensemble de candidats est un ensemble co-vainqueur
possible si il constitue l'ensemble des co-vainqueurs pour un vecteur de seuils admissible. De
même, un candidat x est un vainqueur unique possible si {x} est un ensemble co-vainqueur
possible.

Les propriétés de l'ensemble des vainqueurs possibles ont été étudiées en premier par
Brams et Sanver (2006), sous la restriction que les votants ne sont pas autorisés à approuver
tous les candidats (ou aucun). Ils ont montré que l'ensemble des vainqueurs possibles
contient le vainqueur de Condorcet (lorsqu'il existe) et les vainqueurs de nombreuses autres
règles. Ils n'ont pas caractérisé cet ensemble, ni abordé les problèmes computationnels posés
par l'identi�cation de ces ensembles.

Dans ce chapitre, nous allons plus loin sur plusieurs aspects. En premier, nous consi-
dérons une situation plus générale où le nombre de candidats à approuver est borné par
une borne supérieure et une borne inférieure �xées. Le cas où les votants sont totalement
libres de choisir le nombre de candidats qu'ils approuvent correspond à la situation où les
bornes sont respectivement 1 et m candidats 3. Dans ce cas, caractériser l'ensemble des
candidats qui sont vainqueurs uniques (sans ex aequo) se trouve être immédiat : x est un

1. Parfois, voter pour l'ensemble des candidats n'est pas autorisé, il existe alors m− 1 votes sincères.
2. `nous' est une notion générale et représente toute entité capable de raisonner sur ce vote, l'organisa-

teur du vote par exemple.
3. Dans le cas d'une élection à vainqueur unique, approuver tous les candidats et n'en approuver aucun

sont équivalents, dans le sens où l'ensemble des (co-)vainqueurs sera identique ; ainsi nous excluons la
possibilité de n'approuver personne, sans perdre de généralité.
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vainqueur unique possible si il n'est pas dominé au sens de Pareto dans le pro�l initial.
Nous obtenons une caractérisation similaire lorsque les bornes sont di�érentes. Nous abor-
dons alors le problème d'identi�er les ensembles de co-vainqueurs possibles, et montrons
qu'il est NP-complet, même pour des ensembles de taille deux. Puis nous considérons une
version probabiliste du problème, en supposant une distribution de probabilité sur les vec-
teurs de seuils. Nous e�ectuons une étude expérimentale sur la forme de la distribution de
probabilité sur les vainqueurs, à l'aide de l'hypothèse de la culture impartiale et du modèle
de Mallows. En�n, nous étudions le problème du vainqueur possible dans le cadre du vote
par approbation à vainqueurs multiples, pour la plupart des règles proposées en section
2.3.4.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la section 5.2 nous dé�nissons les termes
d'ensemble de (co-)vainqueurs possibles et nécessaires. En section 5.3, nous donnons des
caractérisations et des résultats de complexité du calcul des ensembles vainqueurs possibles
en vote par approbation à vainqueur unique. Puis, nous étudions expérimentalement deux
aspects du vote par approbation avec préférences incomplètes, à savoir la sensibilité de
cette règle au choix des seuils d'approbation et la probabilité d'élire le vainqueur de Borda.
Ensuite, dans la section 5.4, nous considérons le vote par approbation à vainqueurs mul-
tiples. En�n, nous étudions le problème de comités vainqueurs possibles pour une partie
de règles dé�nies en section 2.3.4.

5.1.2 Travaux en lien

Ce chapitre est lié à au moins trois directions de recherche. La première est une série
de travaux en théorie du choix social qui explore le lien entre le vote par approbation et
le modèle classique d'Arrow, qui considère des fonctions de choix social qui associent une
collection d'ordres faibles à un sous-ensemble non-vide de candidats (tandis que le vote par
approbation agrège une collection de sous-ensembles de candidats). La notion essentielle
ici est celle de vote sincère. La plupart de ces travaux (à l'exception de Brams et Sanver
(2006)) étudient les conditions nécessaires pour que le vote par approbation soit résistant
ou non à la manipulation, et dans quelle mesure le comportement stratégique peut conduire
à un résultat indésirable. On peut citer comme exemple les travaux de Sertel et Y�lmaz
(1999), Sinopoli et al. (2006), Laslier (2009), Endriss et al. (2009), Nuñez (2010), Laslier
et Sanver, et Endriss (2013b). Des questions de l'ordre de la théorie de jeux sont aussi
étudiées dans ce contexte par Laslier et Sanver.

La seconde direction de recherche est l'étude de la caractérisation et du calcul des vain-
queurs possibles et nécessaires, étant données des informations incomplètes sur les votes.
La di�érence principale avec notre étude est que dans chacun de ces travaux (à une excep-
tion près, mentionnée ci-dessous) la règle de vote utilise un pro�l de préférence classique,
c'est-à-dire, une collection d'ordres. L'information incomplète consiste alors en une col-
lection d'ordres partiels. Un candidat vainqueur possible (respectivement nécessaire) est
un candidat qui gagne pour une complétion (respectivement toutes les complétions) pos-
sibles de cette collection d'ordres partiels. Les travaux représentatifs de cette direction de
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recherche sont Konczak et Lang (2005), Xia et Conitzer (2008), Betzler et Dorn (2009),
Baumeister et Rothe (2010), Chevaleyre et al. (2010), Xia et al. (2011), Chevaleyre et al.
(2012), Betzler et al. (2009), Bachrach et al. (2010), Lang et al. (2011) et Kalech et al.
(2011) et en�n le chapitre du handbook du choix social computationnel, Boutilier et Ro-
senschein (2016). Une exception est Xia et al. (2011), qui énonce une caractérisation des
vainqueurs possibles en vote par approbation étant donné un pro�l d'approbations initial
et de nouveaux candidats pour lesquels on ne connaît pas les préférences des votants. Dans
ce contexte, ils étudient trois manières d'étendre les votes par approbation initiaux aux
nouveaux candidats et montrent que selon la manière choisie, déterminer si un candidat
est un vainqueur possible peut être facile ou bien di�cile à résoudre. Cependant, la nature
de l'information incomplète n'est pas comparable à celle de notre situation (d'un côté un
pro�l d'approbations sur un sous-ensemble de candidats, de l'autre un pro�l d'ordres sur
l'ensemble des candidats), ce qui rend les résultats di�cilement comparables.

La dernière direction de recherche est une série de travaux qui se concentre sur l'as-
pect computationnel du comportement stratégique (en particulier le contrôle de l'élection
par l'organisateur) dans le vote par approbation, voir Erdélyi et al. (2008), et Baumeister
et al. (2010) pour une étude. La raison pour laquelle cela est connexe à notre étude pro-
vient du fait que nous étudions aussi des problèmes computationnels di�ciles en vote par
approbation, mais, encore une fois, nos problèmes ne proviennent pas des comportements
stratégiques. En�n, l'aspect computationnel du comportement stratégique dans le vote par
approbation à vainqueurs multiples a été étudié par Meir et al. (2008a).

5.2 Notions préliminaires

Les notions élémentaires sur les pro�ls d'ordres et d'approbations ont été introduites
en section 2.1.

Nous considérons n votants N = {1, . . . , n} etm candidatsX = {x1, . . . , xm}. Un pro�l
d'ordres P = (Pi)i∈N est une collection d'ordres linéaires sur l'ensemble X. Pi est aussi
noté �i.

Un vote d'approbation est un sous-ensemble non-vide de X. Dans ce chapitre, nous
manipulerons à la fois de pro�ls d'ordres et des pro�ls d'approbation. Pour lever toute
ambiguïté, un pro�l d'approbations sera noté A = 〈A1, . . . , An〉 où Ai ⊆ X est le vote
d'approbation du votant i, c'est-à-dire, l'ensemble des candidats approuvés par le votant
i.

Le vote d'approbation du votant i est considéré comme sincère si pour tout candidat y
approuvé par i il n'existe pas de candidat x n'étant pas approuvé par i et tel que x �i y.
Nous notons ki, pour i = 1, . . . , n et 1 ≤ ki ≤ m, le nombre de candidats approuvés par le
votant i, ce que l'on appelle aussi seuil d'approbation. Il en résulte que dans un vote par
approbation sincère chaque votant approuve ses ki meilleurs candidats selon le rangement
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Pi
4.

Illustrons ces notions à l'aide de l'exemple suivant.

Exemple 5.1. Considérons une élection E composée de 3 votants {1, 2, 3}, de 4 candidats
{x1, x2, x3, x4} et du pro�l d'ordres P suivant :

P1 : x3 � x2 � x1 � x4
P2 : x2 � x4 � x3 � x1
P3 : x4 � x2 � x1 � x3
P4 : x3 � x4 � x2 � x1

Avec les seuils d'approbations : k1 = 2, k2 = 1, k3 = 4, k4 = 1, nous obtenons le pro�l
d'approbations suivant :

A1 : (0110)
A2 : (0100)
A3 : (1111)
A4 : (0010)

Étant donné un pro�l d'approbations A, le score d'approbation d'un candidat xj , noté
appA(xj) (ou app(xj) quand il n'y a pas d'ambiguïté) correspond au nombre de votants qui
approuvent xj , c'est-à-dire, les votants i tels que xj ∈ Ai. L'ensemble des co-vainqueurs par
approbation pour A, noté App(A), est l'ensemble des candidats avec un score d'approbation
maximal. Si App(A) est un singleton {x} alors x est appelé vainqueur unique pour A. Dans
ce chapitre, on considère donc le vote par approbation en tant que règle de vote irrésolue.
Une version résolue peut-être obtenue en utilisant un mécanisme de départage des ex aequo.

Exemple (Suite de l'exemple 5.1). Avec le pro�l d'approbations précédent, les scores d'ap-
probations de x1, x2, x3 et x4 sont respectivement 1, 3, 3 et 1. L'ensemble des candidats
co-vainqueurs par approbation est donc {x2, x3}.
En considérant des seuils d'approbation di�érents : k1 = 2, k2 = 1, k3 = 3, k4 = 1, les
scores sont alors 1, 3, 2 et 1. Le candidat x2 est donc un vainqueur unique.

Pour un pro�l d'ordres P , un votant i ∈ N et un candidat x ∈ X, rkP (i, x) désigne
le rang du candidat x dans le rangement Pi, rkP (i, x) ∈ {1, . . . ,m}. Pour X ′ ⊂ X, soit
PX′ la restriction de P aux candidats de X ′. Nous notons pl(x,X ′) le score de pluralité
du candidat x ∈ X ′ dans le pro�l PX′ , c'est-à-dire le nombre de votants qui rangent x en
première place. Pour X ′ ⊂ X et x ∈ X \X ′, nous écrivons X ′ �i x, si pour tout x′ ∈ X ′,
on a x′ �i x. En�n, un candidat x domine un candidat x′ dans le pro�l P si pour tout
i ∈ N , x �i x′.

Parfois, une contrainte supplémentaire sur le nombre de candidats à approuver est ajou-
tée. Chaque votant n'est autorisé à approuver qu'un nombre de candidats compris entre d

4. Rappelons que dans le vote par approbation à vainqueur unique, on peut négliger les votants qui
n'approuvent aucun candidat sans perte de généralité, ainsi ki ≥ 1, pour i = 1, . . . , n.
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et k, où k ≥ d ≥ 1. Un choix classique, souvent appliqué dans les élections réelles (en par-
ticulier dans les élections de comités), consiste à �xer d à 1 et k à une constante arbitraire,
comme le nombre de places disponibles dans le comité. La méthode de vote correspon-
dante est appelée vote par [d, k]-approbation. Il est à noter que le vote par approbation
sans contrainte est équivalent au vote par [1,m]-approbation.

Comme on l'a vu précédemment, étant donné un ordre de préférences, il existe m votes
d'approbation sincères et compatibles. Cela implique qu'étant donné un pro�l d'ordres,
il existe une multitude de pro�ls d'approbation compatibles avec cet ordre. Un vecteur
de seuils (pour N et X) est un vecteur ~k = 〈k1, . . . , kn〉 ∈ {1, . . . ,m}n. Pour tout pro�l
d'ordres P sur X et tout vecteur de seuils ~k, nous dé�nissons (Pi)

1→ki comme le sous-
ensemble des ki candidats préférés du votant i, c'est-à-dire :

(Pi)
1→ki = {x ∈ X | rk(x, Pi) ≤ ki}.

Le pro�l d'approbations induit par P et ~k, noté AP,
~k, est dé�ni par

AP,
~k = 〈(P1)

1→k1 , . . . , (Pn)1→kn〉

L'ensemble de tous les pro�ls d'approbation compatibles avec P est dé�ni par

AP (P ) = {AP,~k | ~k ∈ {1, . . . ,m}n}

L'exemple 5.2 permet d'illustrer ces notions.

Exemple 5.2. Considérons une élection avec 3 votants, 3 candidats et le pro�l d'ordres
suivant P = 〈x1 � x2 � x3, x1 � x2 � x3, x3 � x1 � x2〉.
Avec le vecteur de seuils dé�ni par ~k = 〈2, 1, 2〉, on obtient le pro�l d'approbations compa-

tible suivant AP,~k = 〈{x1, x2}, {x1}, {x1, x3}〉.
Avec le vecteur de seuils dé�ni par ~k = 〈1, 1, 1〉, on obtient le pro�l d'approbations compa-

tible suivant AP,~k = 〈{x1}, {x1}, {x3}〉.

Un ensemble co-vainqueur possible est un sous-ensemble X ′ ⊆ X pour lequel il existe
un vecteur de seuils ~k tel que X ′ = App(AP,

~k). L'ensemble constitué par tous les ensembles
co-vainqueurs possibles pour P est noté PCS(P ). Un candidat x ∈ X est un vainqueur
unique possible pour P si {x} ∈ PCS(P ). De plus, x est dit un vainqueur possible si il
appartient à au moins un ensemble de co-vainqueur possible, un vainqueur nécessaire si il
appartient à tout ensemble co-vainqueur possible, et en�n un vainqueur unique nécessaire
si PCS(P ) = {x}.

Dans l'exemple 5.2, l'ensemble {x1} est un ensemble vainqueur possible (et donc x1
est vainqueur unique possible) pour P , obtenu par exemple avec le vecteur de seuils ~k =
〈1, 3, 3〉. De plus, on a

PCS(P ) = {{x1, x2, x3}, {x1, x2}, {x1, x3}, {x1}, {x3}},
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et les vainqueurs uniques possibles sont donc x1 et x3.

Comme présenté dans la section 2.3.4, le vote par approbation peut aussi être utilisé
pour des élections à vainqueurs multiples. Dans ce contexte, l'objectif est d'élire un sous-
ensemble de candidats, avec parfois une contrainte sur la taille du comité, �xée à un entier
K. Il existe de nombreuses procédures pour déterminer un comité vainqueur à partir du
vote par approbation, présentées en section 2.3.4. La méthode la plus évidente est de choisir
les K candidats avec le plus grand scores d'approbation, si il existe un contrainte sur la
taille du comité, sinon on choisit les candidats approuvés par une majorité de votants.

5.3 En vote par approbation à vainqueur unique

Dans cette section, nous nous intéresserons au vote par approbation à vainqueur unique.
Dans un premier temps, nous étudierons le vote par approbation sans contrainte sur le
nombre de candidats approuvés par chaque votant. Dans un second temps, nous considére-
rons la situation où il existe des bornes sur le nombre de candidats à approuver pour chaque
votant, c'est-à-dire le vote par [d, k]-approbation. En�n, nous proposerons une étude expé-
rimentale pour explorer deux questions : la résistance du vainqueur au choix des seuils et
la probabilité d'élire le vainqueur de Borda lors d'un tirage aléatoire et uniforme des seuils
d'approbation.

5.3.1 Sans contrainte sur le nombre d'approbations

Tout d'abord, remarquons que, sans aucune restriction sur les seuils autorisés, les no-
tions de co-vainqueur possible, co-vainqueur nécessaire et vainqueur unique nécessaire ont
un intérêt limité. En e�et, tout candidat est co-vainqueur possible, aucun candidat n'est
vainqueur unique nécessaire et un candidat x est un co-vainqueur nécessaire si et seulement
si x est rangé en première place de chaque vote. Ces notions deviendront intéressantes en
section 5.3.2 lorsque nous introduirons certaines restrictions sur les seuils autorisés.

Seule la notion d'ensemble co-vainqueur possible ne devient pas triviale. Considérons
alors la question suivante : étant donné un pro�l d'ordres P et un sous-ensemble X ′ de
candidats, X ′ est-il un ensemble vainqueur possible pour P ?

Rappelons qu'un candidat y domine au sens de Pareto un candidat x relativement à
un pro�l d'ordres P si pour tout votant i ∈ N , on a y �i x.

Le problème de l'ensemble co-vainqueur possible est facile dans le cas où X ′ est un
singleton, en e�et nous obtenons la caractérisation suivante pour les vainqueurs uniques
possibles.

Théorème 10. Un candidat x est un vainqueur unique possible pour P si et seulement si
il n'existe pas de candidat de X \ {x} qui domine x dans P .

Preuve. Supposons qu'il n'existe pas de candidats y qui domine x dans P . Nous dé�nissons
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le vecteur de seuils ~k par ki = rkP (i, x) pour tout i ∈ N . Alors, x est approuvé n fois dans

AP,
~k. Si y 6= x est aussi approuvé n fois dans AP,

~k, alors pour tout i, rkP (i, y) ≤ ki.
Or, cela signi�e que y domine x dans P , ce qui est contraire à l'hypothèse initiale. Ainsi
App(AP,

~k) = {x}. Inversement, si y domine x dans P , alors pour tout ~k, y est approuvé

au moins autant de fois que x dans AP,
~k, et x n'est donc jamais un vainqueur unique.

En conséquence, la restriction du problème de l'ensemble co-vainqueur possible à des
singletons peut être résolue en temps polynomial. Mais cette propriété ne se généralise pas
aux ensembles de taille arbitraire. En e�et, le problème de l'ensemble co-vainqueur possible
est di�cile, même restreint à des ensembles de taille �xe, ` ≥ 2.

Pour démontrer ce résultat, commençons par prouver le lemme suivant.

Lemme 1. Si X ′ ∈ PCS(P ), alors il existe un solution (ki)i∈N satisfaisant les propriétés
suivantes :

(a) Pour tout i ∈ N , ki ∈ {rkP (i, x) : x ∈ X ′}.

(b) Le score de tout candidat co-vainqueur est au moins maxx∈X′ pl(x,X ′).

Preuve. Considérons un ensemble de candidats X ′ ∈ PCS(P ).
Preuve de (a) : Soit (ki)i∈N une solution telle que les candidats de X ′ = {x1, . . . , x`}
soient exactement les co-vainqueurs pour P . Considérons un votant i et, sans perte de
généralité, supposons que x1 �i · · · �i x`. De plus, supposons que ki /∈ {rkP (i, x) : x ∈ X ′}.
Si rkP (i, xj) < ki < rkP (i, xj+1) avec j ∈ {1, . . . , ` − 1}, alors nous remplaçons ki par
rkP (i, xj). Si ki < rkP (i, x1) ou ki > rkP (i, x`), nous remplaçons ki par rkP (i, x`). Il n'est
pas di�cile de voir que X ′ et toujours exactement l'ensemble co-vainqueur. En répétant
cette procédure pour chaque votant, nous obtenons le résultat attendu.
Preuve de (b) : En utilisant (a), nous savons qu'il existe une solution (ki)i∈N telle que le
score global d'un candidat xj ∈ X ′ est au moins pl(xj , X ′). En e�et, puisque les candidats
de X ′ sont co-vainqueurs, il est nécessaire que chaque candidat de X ′ soit approuvé au
moins maxx∈X′ pl(x,X ′) fois.

Nous pouvons maintenant montrer que le problème de l'ensemble co-vainqueur possible
est di�cile, même restreint à des ensembles de taille �xe, ` ≥ 2.

Théorème 11. Étant donné un pro�l P , un entier ` ≥ 2 et un sous-ensemble de candidats
X ′ tel que |X ′| = `, décider si X ′ est un ensemble co-vainqueur possible pour P est NP-
complet.

Preuve. Le problème est clairement dans NP pour tout ` ≥ 2. Nous donnerons la preuve
dans le cas où ` = 2 pour expliquer ensuite comment la généraliser aux autres cas.

La preuve est basée sur une réduction depuis le problème exact 3-set cover (X3C
par la suite). Une instance du problème X3C est constituée d'une famille de m ensembles
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S = {S1, . . . , Sm} sur un ensemble de base Y = {y1, . . . , y3n} tel que
⋃m
i=1 Si = Y et

|Si| = 3, pour i = 1, . . . ,m. La question est de savoir si il existe un sous-ensemble J ⊆
{1, . . . ,m} de taille n tel que

⋃
j∈J Sj = Y . Ce problème est montré NP-complet dans

Garey et Johnson (1979).

Soit I = (S, Y ), avec S = {S1, . . . , Sm} et Y = {y1, . . . , y3n}, une instance de X3C.
Nous construisons une instance du problème de l'ensemble co-vainqueur possible, avec
` = 2, comme suit. Nous considérons 2m − n votants, N = {1, . . . ,m− n} ∪ {1′, . . . ,m′}
et m + 2n + 2 candidats, X = E ∪ Y ∪ {a, b} où E = {e1, . . . , em−n}. En�n, nous posons
X ′ = {a, b} comme candidats cibles. Le pro�l P est dé�ni par :

• Pour 1 ≤ i ≤ m− n, Pi : E \ {ei} �i Y �i a �i ei �i b.

• Pour 1 ≤ j ≤ m, Pj′ : b �j′ Y \ Sj �j′ E �j′ a �j′ Sj .

Cela nous donne clairement une instance I ′ du problème de l'ensemble de co-vainqueur
possible.

Maintenant, montrons qu'il existe un sous-ensemble J ⊆ {1, . . . ,m} avec |J | = n tel
que

⋃
j∈J Sj = Y si et seulement si {a, b} est un ensemble co-vainqueur possible pour P .

Supposons que I est une instance positive de X3C, c'est-à-dire, qu'il existe J ⊆
{1, . . . ,m} avec |J | = n tel que

⋃
j∈J Sj = Y . Nous posons kj′ = rkP (j′, a) pour j ∈ J .

Pour le reste des votants i ∈ N \ {j′ : j ∈ J}, nous posons ki = min{rkP (i, a), rkP (i, b)}.
Nous observons alors que a et b sont approuvés m fois tandis que les candidats de E ∪ Y
sont approuvés au plus m−1 fois. Ainsi X ′ = {a, b} est un ensemble co-vainqueur possible.

Inversement, supposons que I ′ est une instance positive pour le problème de l'ensemble
co-vainqueur possible. En utilisant (a) et (b) du lemme 1, nous savons qu'il existe une
solution (ki)i∈N où ki ∈ {rkP (i, a); rkP (i, b)}, pour tout i ∈ N , et que a et b doivent être
approuvés au moins m fois. Ainsi il existe J ⊆ {1, . . . ,m} tel que kj′ = rkP (j′, a) pour
j ∈ J et kj′ = rkP (j′, b) pour j /∈ J . En particulier, nous déduisons que

⋃
j∈J Sj = X, car

sinon tout candidat de X \
⋃
j∈J Sj domine nécessairement a. Cela implique que |J | ≥ n.

De plus, si |J | ≥ n+ 1 alors a est approuvé au moins m+ 1 fois. Ainsi, il existe au moins
un votant i ∈ {1, . . . ,m−n} tel que ki = rkP (i, b) (puisque a et b sont approuvés le même
nombre de fois). Mais alors app(ei) ≥ app(a), ce qui contredit le fait que a et b forment un
ensemble co-vainqueur. Donc nous concluons que |J | = n et

⋃
j∈J Sj = Y , ainsi I est une

instance positive pour X3C.

Nous prouvons ainsi que le problème de l'ensemble co-vainqueur possible est NP-
complet quand il est restreint aux ensembles co-vainqueurs de taille 2. Pour étendre ce
résultat aux ensembles co-vainqueurs de taille `, il su�t de remplacer dans la preuve pré-
cédente a par {a1, . . . , a`−1} et de poser X ′ = {b} ∪ {a1, . . . , a`−1}, pour ` ≥ 3.

En résumé, sans contrainte sur le nombre de candidats approuvés, le seul problème
di�cile est le problème de l'ensemble co-vainqueur possible de taille �xée, supérieure ou
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égale à 2. De plus, nous obtenons une caractérisation simple des candidats vainqueurs
uniques possibles.

Dans la section suivante, nous nous demanderons comment ces résultats s'étendent au
cas où il existe des contraintes sur le nombre de candidats à approuver.

5.3.2 Avec contrainte sur le nombre d'approbations

Considérons une situation plus générale, le vote par [d, k]-approbation. Les notations
suivantes sont des généralisations naturelles des notations de la section 5.2, avec la di�é-
rence que chaque ki doit être tel que d ≤ ki ≤ k. L'ensemble des pro�ls d'approbation
compatibles avec P est dé�ni par APd,k(P ) = {AP,~k | ~k ∈ [d, k]n}, et l'ensemble des
ensembles co-vainqueurs possibles est noté PCSd,k(P ).

Exemple (Suite de l'exemple 5.2). En considérant le même pro�l d'ordres, nous obtenons
par exemple PCS1,2(P ) = {{x1}, {x1, x2}}.

De même qu'en section 5.3.1, pour décider si un candidat x est un vainqueur unique
possible, il est su�sant de le véri�er pour un choix spéci�que de ~k, correspondant au
meilleur choix possible pour x.

Théorème 12. Un candidat x est un vainqueur unique possible pour P si et seulement si x
est vainqueur unique pour le vecteur de seuils ~k, dé�ni par ki = rkP (i, x) si rkP (i, x) ∈ [d, k]
et ki = d sinon.

Preuve. L'implication (⇐) est vraie par dé�nition. Pour l'implication inverse, supposons
que {x} ∈ PCSd,k(P ). Alors il existe un vecteur (k′i)i∈N pour lequel x est vainqueur
unique. Si ~k′ = ~k, alors la preuve est terminée. Sinon, prenons le votant i avec le plus
petit indice satisfaisant k′i 6= ki. Si k′i < ki alors en e�ectuant k′i ← ki nous augmentons
d'une unité le score d'un ensemble de candidats qui contient x. Si k′i ≥ ki, alors en posant
k′i ← ki le score de x n'est pas altéré, tandis que les scores des autres candidats diminuent
ou stagnent. Dans tous les cas, x demeure vainqueur unique par l'opération k′i ← ki. En
répétant ce procédé jusqu'à ce que ~k′ = ~k, nous obtenons le résultat attendu.

Le théorème 12 généralise le lemme 2 de l'article Brams et Sanver (2006). En e�et,
pour d = 1 et k = m− 1, nous retrouvons leur notion de pro�l stratégique critique pour x,
dé�nie comme suit : chaque votant qui range x comme le plus mauvais candidat approuve
seulement un candidat ; les autres votants approuvent x et tous les candidats meilleures que
lui. Alors x est un vainqueur unique possible si x est vainqueur dans son pro�l stratégique
critique.

En corollaire, nous obtenons une caractérisation simple des candidats co-vainqueurs et
vainqueurs uniques, possibles et nécessaires. Dé�nissons deux notations :

D+
P (x, y) = {i | rki(P, x) ≤ k, rki(P, y) > d et x �i y}
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et

D−P (x, y) = {i | rki(P, x) ≤ d et rki(P, y) > k}

Alors un candidat x est un co-vainqueur possible (respectivement vainqueur unique pos-
sible, vainqueur nécessaire, vainqueur unique nécessaire) pour P si et seulement si pour
tout y 6= x, |D+

P (x, y)| ≥ |D−P (y, x)| (respectivement, |D+
P (x, y)| > |D−P (y, x)|, |D−P (x, y)| ≥

|D+
P (y, x)|, |D−P (x, y)| > |D+

P (y, x)|).

Finalement, de façon analogue au cas sans contrainte, le problème de l'ensemble co-
vainqueur possible pour le vote par [d, k]-approbation est di�cile, même restreint à des
ensembles de taille �xe, ` ≥ 2.

En e�et, la preuve du théorème 11 peut être adaptée pour montrer que pour tout
entier ` ≥ 2 et d ≥ 2, décider si X ′ est un ensemble co-vainqueur possible pour le vote par
[d, k]-approbation, sous la restriction que |X ′| = `, est NP-complet, pour k quelconque.

Théorème 13. Étant donnés un pro�l P , trois entiers ` ≥ 2, d ≥ 2, et k, et un sous-
ensemble de candidats X ′ tel que |X ′| = `, décider si X ′ est un ensemble co-vainqueur
possible sur P pour le vote par [d, k]-approbation est NP-complet.

De plus, remarquons que le théorème 11 s'étend immédiatement au vote par [1,m− 2]-
approbation, car dans la preuve correspondante aucun votant n'approuve plus de m − 2
candidats.

En résumé, les résultats obtenus avec contraintes sur le nombre d'approbations sont
similaires à ceux du cas sans contrainte. Le seul problème di�cile est le problème de
l'ensemble co-vainqueur possible de taille supérieure ou égale à 2 et il existe une carac-
térisation des candidats vainqueurs uniques possibles. Cependant, nous obtenons en plus
une caractérisation simple des candidats co-vainqueurs et vainqueurs uniques, possibles et
nécessaires.

5.3.3 Étude expérimentale

Dans cette section, nous étudierons expérimentalement deux aspects du vote par ap-
probation à vainqueur unique avec informations incomplètes : la résistance du vainqueur
au choix des seuils et la probabilité d'élire le vainqueur de Borda avec un tirage aléatoire
et uniforme des seuils. Cette étude expérimentale est conduite dans le but d'explorer ces
deux questions. Elle n'a pour objectif de fournir des preuves expérimentales mais plutôt
des indices sur le comportement du vote par approbation face à ces deux questions.

Tout d'abord commençons par présenter deux hypothèses sur les pro�ls de préférences
que nous utiliserons au cours de cette étude.
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5.3.3.a Hypothèses sur les pro�ls de préférences

Dans le cadre de cette étude expérimentale, nous utiliserons deux hypothèses sur le
comportement des votant :

• L'hypothèse de culture impartiale simule une population de votants dont les avis sont
le plus dispersés possible. Cela correspond à un pro�l dont les votes sont uniformé-
ment répartis sur l'ensemble des votes admissibles. Dans notre contexte, cela signi�e
que, pour constituer un pro�l, nous tirerons aléatoirement chaque vote avec une dis-
tribution de probabilité uniforme. On peut aussi interpréter cette hypothèse comme le
comportement au pire cas d'une population, puisque dans tout autre modèle et dans
les expérimentations réelles, les votes seront toujours moins uniformément dispersés.

• Le modèle de Mallows simule une population qui se trouve centrée autour d'un vote
de référence. Ce modèle est paramétré par le choix d'un vote de référence et d'un
coe�cient de dispersion qui dé�nit à quel point la population est dispersée autour
de ce vote. Tout d'abord, dé�nissons le coe�cient de corrélation de Kendall, τ(u, v),
entre deux ordres u, v :

τ(u, v) =
Con(u, v)−Dic(u, v)

1
2 · n · (n− 1)

,

où Con(u, v) est égal au nombre de comparaisons par paires concordantes entre u
et v, et Dis(u, v) est égal au nombre de comparaisons par paires discordantes entre
u et v. Étant donnés un vote de référence v0 et une dispersion θ, la probabilité
qu'un vote v soit tiré dépend seulement de la distance de Kendall-Tau entre v et v0.
Formellement, elle est égale à : P (v) = K1 · θ(K2·τ(v0,v)), où K1 et K2 désignent des
coe�cients de normalisation. Ce modèle nous permet de simuler des comportements
qui se situent entre la culture impartiale (dispersion maximale, θ = 1) et la situation
où tous les votants sont d'accord sur le vote de référence (dispersion nulle, θ = 0).

5.3.3.b Sensibilité au seuil

Étant donné un pro�l d'ordres, nous avons vu que l'issue du vote dépend du seuil
d'approbation choisi par chaque votant. Une question naturelle est de savoir à quel point
l'élection d'un candidat est sensible à une modi�cation des seuils. Nous étudierons cette
question au travers d'une étude expérimentale.

Nous commençons par étudier l'hypothèse de culture impartiale.

Nous avons généré 5·103 pro�ls d'ordres à l'aide d'une distribution uniforme (hypothèse
de culture impartiale). Pour chacun de ces pro�ls nous avons tirés 5 · 103 vecteurs de
seuils avec une distribution uniforme 5. Puis, pour chacun de ces vecteurs de seuils, nous

5. Dans les deux hypothèses retenues pour cette étude (culture impartiale et modèle de Mallows), nous
tirerons les vecteurs de seuils avec une distribution de probabilité uniforme.
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calculons le candidat vainqueur 6. Ainsi, pour chacun des pro�ls d'ordres, nous obtenons
la probabilité de gagner de chaque candidat. Ensuite, nous ordonnons les probabilités de
gagner dans l'ordre décroissant pour calculer la moyenne, sur l'ensemble des pro�ls d'ordres,
de la plus grande probabilité de gagner.

Les résultats de ces expérimentations sont résumés dans le tableau 5.1.

m\ n 5 20 50 100
5 0,56 0,59 0,55 0,55
20 0,33 0,35 0,35 0,35
50 0,24 0,27 0,27 0,27
100 0,18 0,22 0,23 0,23

Table 5.1 � Plus grande probabilité de gagner sous l'hypothèse de culture impartiale.

Nous observons que la plus grande probabilité de gagner est relativement élevée (au-
dessus de 0,55) lorsque le nombre de candidats est faible et pour tout nombre de votants.
Cette probabilité décroît quand le nombre de candidats augmente, ce qui est cohérent car le
nombre de votes admissibles augmente. De plus, cette probabilité semble être indépendante
du nombre de votants. Les écarts observés lorsque n = 5 s'expliquent par le fait qu'avec
5 votants, il faudrait tirer un plus grand nombre de pro�ls pour obtenir une distribution
des votes signi�cativement uniforme. Pour véri�er expérimentalement cette indépendance,
observons l'évolution de la probabilité en fonction du nombre de votants.

La �gure 5.1 représente la plus grande probabilité de gagner en fonction du nombre de
votants, pour les cas où le nombre de candidats est égal à 5, 20 et 50.

5 20 40 60 80 100
0,2

0,5

m = 50

m = 20

m = 5

Figure 5.1 � Plus grande probabilité de gagner en fonction du nombre de votants.

L'hypothèse d'indépendance de la probabilité de gagner par rapport au nombre de
votants semble expérimentalement validée. De plus, nous retrouvons le fait que cette pro-
babilité décroît lorsque le nombre de candidats augmente.

De façon similaire au calcul de la plus grande probabilité de gagner, nous obtenons
les secondes et troisièmes plus grandes probabilités de gagner. La �gure 5.2 nous présente
l'évolution de ces probabilités en fonction du nombre de candidats, pour n = 5.

Ces trois probabilités se comportent de la même façon. On retrouve le fait qu'elles
diminuent lorsque l'on augmente le nombre de candidats. Cette diminution se ralentit au

6. Nous utilisons un mécanisme de départage des ex aequo aléatoire et uniforme en cas d'égalité.
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5 20 40 60 80 100
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Figure 5.2 � Les trois plus grandes probabilités de gagner en fonction du nombre de
candidats, pour n = 5.

fur et à mesure, laissant supposer que les di�érentes probabilités tendent vers une limite.
Pour explorer cette hypothèse, nous avons augmenté le nombre de candidats jusqu'à 275.
Nous obtenons alors les probabilités résumées dans la �gure 5.3.

100 125 150 175 200 225 250 275

0,2

Troisième

Deuxième

Première

Figure 5.3 � Les trois plus grandes probabilités de gagner en fonction du nombre de
candidats, pour n = 5

On observe que la décroissance des probabilités est toujours signi�cative, ce qui contre-
dit en partie l'idée que ces probabilités tendent vers une limite. Pour valider ou in�rmer
cette hypothèse, une étude théorique de la distribution des probabilités de gagner semble
nécessaire mais nous ne la proposerons pas dans le cadre de cette étude expérimentale.

Considérons maintenant une autre distribution de probabilité sur les votes, la distribu-
tion de Mallows.

Le modèle de Mallows est paramétré à l'aide de deux paramètres qui sont le vote de
référence et la dispersion. Sans conséquence sur les résultats, nous choisissons comme vote
de référence l'ordre lexicographique sur les candidats. De plus, nous présenterons seulement
les résultats des expérimentations associées à la valeur de dispersion de 0,5 7.

À l'aide du modèle de Mallows, nous avons e�ectué les mêmes expérimentations qu'avec
l'hypothèse de culture impartiale. Les résultats de ces expérimentations sont résumés dans
le tableau 5.2.

Tout d'abord nous observons que la plus grande probabilité de gagner est plus élevée
avec le modèle de Mallows qu'avec une distribution uniforme. Cela est cohérent puisque

7. Avec des dispersions sensiblement di�érentes, nous obtenons des résultats similaires à ceux présentés.
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m\ n 5 20 50 100
5 0,67 0,82 0,93 0,98
20 0,41 0,62 0,75 0,86
50 0,24 0,46 0,60 0,71
100 0,15 0,33 0,48 0,59

Table 5.2 � Plus grande probabilité de gagner avec le modèle de Mallows.

le modèle de Mallows simule une population moins dispersée que la distribution uniforme.
De plus, on observe une nouvelle fois que la probabilité diminue lorsque le nombre de
candidats augmente. Par contre, contrairement au cas uniforme, nous remarquons que
cette probabilité augmente lorsque l'on augmente le nombre de votants. En e�et, plus le
nombre de votants est grand, plus le nombre de votes à proximité du vote de référence est
élevé, ce qui implique une plus grande stabilité autour du vote de référence lors du tirage
des vecteurs de seuils.

De plus, nous calculons aussi la moyenne des secondes et troisièmes probabilités les plus
grandes. La �gure 5.4 nous présente l'évolution de ces probabilités en fonction du nombre
de candidats, pour n = 5.
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Figure 5.4 � Les trois plus grandes probabilités de gagner en fonction du nombre de
candidats, pour n = 5.

Encore une fois, le comportement de ces trois probabilités semble similaire. On retrouve
le fait qu'elles diminuent lorsque l'on augmente le nombre de candidats. Cette diminution
se ralentit au fur et à mesure de façon similaire au ralentissement observé avec l'hypothèse
de culture impartiale.

En conclusion, l'issue du vote par approbation est la plus stable lorsque le nombre de
votants est élevé et le nombre de candidats faible. En e�et, la plus grande probabilité de
gagner atteint 0,55 sous l'hypothèse de culture impartiale et jusqu'à 0,98 sous le modèle
de Mallows (avec un nombre de votants égal à 100). Cependant, lorsque le nombre de
candidats augmente, cette probabilité décroît rapidement, ce qui rend l'issue du vote bien
moins prévisible.
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5.3.3.c Probabilité d'élire le vainqueur de Borda lors d'un vote par approba-
tion

Dans cette section, nous étudions la probabilité d'élire le vainqueur de Borda lors-
qu'étant donné un pro�l d'ordres, nous procédons à un vote par approbation en tirant
aléatoirement et uniformément l'ensemble des seuils d'approbation.

Rappelons qu'étant donnés un pro�l d'ordres P sur X et un vecteur de seuils ~k, nous
avons dé�ni AP,

~k comme étant le pro�l d'approbations induit par ~k sur P , formellement :

AP,
~k = 〈(P1)

1→k1 , . . . , (Pn)1→kn〉

Étant donné un pro�l d'ordres, P , nous tirons un vecteur de seuils, ~k, de façon aléatoire
et uniforme. Nous obtenons alors un pro�l d'approbations AP,

~k, et un candidat vainqueur 8

pour ce pro�l. Il est alors clair que le score d'approbation espéré d'un candidat dans AP,
~k

est proportionnel à son score de Borda dans P . Ainsi, le vainqueur de Borda possède le
plus grand score d'approbation espéré.

Cependant, la question que l'on se pose ici est de savoir à quelle fréquence le vainqueur
de Borda d'un pro�l P est élu lorsque l'on tire de façon uniforme les seuils d'approbations.
Plus précisément, on cherche à savoir si le vainqueur de Borda est le candidat avec la
plus grande probabilité de gagner dans cette situation. On sait que le vainqueur de Borda
possède le plus grand score d'approbation espéré mais on sait aussi que le candidat qui
possède le plus grand score d'approbation espéré n'est pas nécessairement le candidat qui
gagne le plus souvent. L'exemple 9 suivant illustre cette situation.

Exemple 5.3. Considérons un ensemble de quatre votants, N = {1, 2, 3, 4}, un ensemble
de quatre candidats X = {x1, x2, x3, x4} et le pro�l d'ordres suivant :

P1 : x1 � x3 � x2 � x4
P2 : x1 � x4 � x2 � x3
P3 : x2 � x3 � x1 � x4
P4 : x2 � x3 � x1 � x4

Les scores de Borda de x1, x2, x3 et x4, sont respectivement 8, 8, 6 et 2. Les candidats x1
et x2 ont le même score de Borda puisque leurs positions dans les votes sont symétriques.
Ainsi les scores d'approbations espérés des candidats x1 et x2 sont les mêmes.
Cependant à cause des positions de x3 et x4, la situation n'est pas totalement symétrique. En
particulier, étudions les deux vecteurs de seuils (2, 2, 0, 0) et (0, 0, 2, 2), qui sont symétriques
par rapport à x1 et x2. Le premier vecteur de seuils conduit à un unique candidat vainqueur
par approbation, x1, tandis que le second conduit à deux candidats vainqueurs ex aequo, x2
et x3. Ainsi, le candidat x1 possède une probabilité de gagner lors d'un vote par approbation
légèrement supérieure à celle de x2, alors que ces deux candidats sont vainqueurs de Borda.

8. En cas d'égalité, nous utilisons un mécanisme de départage randomisé avec une distribution de
probabilité uniforme.

9. Je remercie Justin Kruger qui a porté cet exemple à ma connaissance.
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Nous allons donc étudier expérimentalement la fréquence avec laquelle le vainqueur de
Borda est élu lors d'un vote par approbation avec tirage aléatoire et uniforme des seuils.
Comme précédemment, nous commençons par tirer les pro�ls d'ordres selon l'hypothèse
de culture impartiale, pour revenir au modèle de Mallows par la suite.

La démarche est similaire à celle des expérimentations précédentes. Nous avons généré
103 pro�ls d'ordres à l'aide d'une distribution uniforme (hypothèse de culture impartiale).
Pour chacun de ces pro�ls nous avons tirés 103 vecteurs de seuils avec une distribution uni-
forme. Puis, pour chacun de ces vecteurs de seuils, nous calculons le candidat vainqueur 10.
Ainsi, pour chacun des pro�ls d'ordres, nous obtenons la probabilité de gagner de chaque
candidat. Ensuite, nous comparons le candidat qui possède la plus grande probabilité de
gagner (appelé candidat élu par la suite) avec le vainqueur de Borda, pour chaque pro�l
d'ordres tiré. En agrégeant ces résultats, nous obtenons alors la probabilité que le candidat
avec la plus grande probabilité de gagner soit le vainqueur de Borda. Dans le tableau 5.2
se trouve la probabilité que le candidat avec la plus grande probabilité de gagner soit un
vainqueur de Borda, sous l'hypothèse de culture impartiale.

m\ n 5 20 50 100
5 0,82 0,90 0,92 0,94
20 0,76 0,82 0,86 0,89
50 0,75 0,80 0,85 0,87
100 0,74 0,79 0,84 0,87

Table 5.3 � Probabilité que le candidat élu soit vainqueur de Borda, sous l'hypothèse de
culture impartiale.

Tout d'abord, on remarque que ces probabilités varient entre 0,74 et 0,94, cela con�rme
que le tirage aléatoire des seuils tend à élire le vainqueur de Borda.

De plus, on observe que les probabilités diminuent lorsque le nombre de candidats
augmente. Ceci s'explique par l'augmentation du nombre de votes admissibles et donc il
existe une plus grande probabilité que les votes soient dispersés.

Inversement, les probabilités augmentent lorsque le nombre de votants augmente. On
peut expliquer cela par le fait qu'en augmentant le nombre de votants, on diminue les
chances de se trouver dans un pro�l pathologique où le vainqueur de Borda n'est pas celui
qui gagne les plus souvent. Cependant, ces probabilités ne tendent pas vers 1 lorsque le
nombre de votants augmente, car on sait qu'il existe des pro�ls pour lesquels le vainqueur
de Borda n'est pas le candidat avec la plus grande probabilité de gagner. On peut alors se
demander, par exemple pour n = 20 et m = 20, quelle est la part des pro�ls où le candidat
choisi n'est e�ectivement pas le vainqueur de Borda et la part des pro�ls où le tirage de
103 vecteurs de seuils n'est pas su�sant pour détecter le véritable candidat qui possède la
plus grande probabilité de gagner. Pour la situation n = 20 et m = 20, en multipliant par
dix le nombre de vecteurs de seuils tirés, on obtient une probabilité de 0, 83. La probabilité

10. Nous utilisons un mécanisme de départage des ex aequo aléatoire uniforme en cas d'égalité.
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d'élire un vainqueur de Borda n'augmente donc pas de façon signi�cative, c'est-à-dire
qu'elle n'augmente pas assez pour remettre en question l'existence de nombreux pro�ls
pour lesquels le candidat avec la plus grande probabilité d'être élu n'est pas un vainqueur
de Borda.

La �gure 5.5 détaille la probabilité d'élire un candidat vainqueur de Borda en fonction
du nombre de candidats, pour un nombre de votants égal à 5, 20 et 50. On retrouve dans
ce graphique une partie des résultats du tableau précédent.

5 20 40 60 80 100
0,50
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0,90 n=50

n=20

n=5

Figure 5.5 � Probabilité que le candidat élu soit un vainqueur de Borda en fonction du
nombre de candidats, sous l'hypothèse de culture impartiale.

On observe que la décroissance des probabilités lorsque l'on augmente le nombre de
candidats est faible et semble même stagner assez rapidement. De plus, pour tout nombre
de candidats, on retrouve la fait que la probabilité croît lorsque le nombre de votants croît.

La probabilité d'élire un candidat vainqueur de Borda est donc relativement élevée sous
l'hypothèse de culture impartiale. Intéressons nous maintenant au rapport entre le score
de Borda du candidat élu et du vainqueur de Borda. La �gure 5.6 présente le rapport entre
le score de Borda du candidat élu et celui du vainqueur de Borda en fonction du nombre
de candidats, pour un nombre de votants égal à 5, 20 et 50.
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Figure 5.6 � Rapport entre les scores de Borda du candidat élu et du vainqueur de Borda
en fonction du nombre de candidats, sous l'hypothèse de culture impartiale.

On observe simplement que le rapport entre les scores de Borda du candidat élu et
du vainqueur de Borda se comporte de façon similaire au courbe de probabilité d'élire un
vainqueur de Borda.

Étudions maintenant la probabilité d'élire un vainqueur de Borda avec le modèle de
Mallows comme hypothèse sur les pro�ls.

Dans le tableau 5.2 se trouvent les probabilités que le candidat avec la plus grande
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probabilité de gagner soit un vainqueur de Borda, sous le modèle de Mallows.

m\ n 5 20 50 100
5 0,82 0,97 0,99 0,99
20 0,97 0,86 0,97 0,99
50 0,75 0,66 0,87 0,98
100 0,74 0,67 0,69 0,89

Table 5.4 � Probabilité que le candidat élu soit vainqueur de Borda, avec le modèle de
Mallows

On observe que les probabilités sont similaires à celles obtenues avec l'hypothèse de
la culture impartiale. En fait, ces probabilités sont presque toutes plus élevées que dans
le cas de la distribution uniforme, ce qui est cohérent puisque la distribution uniforme
correspond au pire des cas. Cependant, on observe qu'il existe toujours des pro�ls pour
lesquels le candidat élu n'est pas un vainqueur de Borda. De plus, comme dans le cas de
la distribution uniforme, la probabilité augmente lorsque le nombre de votants augmente
et diminue lorsque le nombre de candidats augmente.

La �gure 5.7 détaille la probabilité d'élire un candidat vainqueur de Borda en fonction
du nombre de candidats, pour un nombre de votants égal à 5, 20 et 50.
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Figure 5.7 � Probabilité d'élire un vainqueur de Borda en fonction du nombre de candi-
dats, avec le modèle de Mallows.

Encore une fois, on observe que la décroissance des probabilités est faible et ralentit
lorsque l'on augmente le nombre de candidats. De même, pour tout nombre de candidats,
on remarque que la probabilité augmente lorsque le nombre de votants augmente.

La probabilité d'élire un candidat vainqueur de Borda est donc plus élevée dans le cas
de modèle de Mallows que dans le cas de la distribution uniforme. De façon similaire à
l'hypothèse de culture impartiale, intéressons nous maintenant au rapport entre le score
de Borda du candidat élu et du vainqueur de Borda. La �gure 5.8 détaille le rapport entre
les scores de Borda du candidat élu et du vainqueur de Borda en fonction du nombre de
candidats, pour un nombre de votants égal à 5, 20 et 50.

Dans ce cas aussi le rapport entre le score de Borda du candidat élu et du vainqueur
de Borda se comporte de façon similaire aux courbes de probabilité d'élire un vainqueur
de Borda.
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Figure 5.8 � Rapport entre les scores de Borda du candidat élu et du vainqueur de Borda
en fonction du nombre de candidats, avec le modèle de Mallows.

En résumé, la probabilité que le candidat qui possède la plus grande probabilité d'être
élu soit vainqueur de Borda est relativement élevée (supérieure à 0,74). Cette probabilité
diminue légèrement lorsque le nombre de candidats augmente, et augmente lorsque le
nombre de votants augmente. De plus, le modèle de Mallows produit des probabilités plus
élevées que l'hypothèse de la culture impartiale.

5.3.4 Résumé

Cette section porte sur l'étude des problèmes de vainqueurs possibles et nécessaires
dans le contexte du vote par approbation à vainqueur unique.

Tout d'abord, nous étudions ces problèmes dans le vote par approbation sans contrainte
sur le nombre de candidats approuvés. Dans ce contexte, le seul problème di�cile est le
problème de l'ensemble co-vainqueur possible de taille �xée, supérieure ou égale à 2. De
plus, nous obtenons une caractérisation simple des candidats vainqueur unique possible.

Puis, avec des contraintes sur le nombre d'approbations, les résultats obtenus sont si-
milaires à ceux du cas précédant. Le seul problème di�cile est le problème de l'ensemble
co-vainqueur possible de taille �xée, supérieure ou égale à 2 et il existe une caractérisation
des candidats vainqueurs uniques possibles. Cependant, nous obtenons en plus une caracté-
risation simple des candidats co-vainqueurs et vainqueurs uniques, possibles et nécessaires.

En�n, nous proposons une étude expérimentale pour explorer deux questions : la sen-
sibilité du vainqueur au choix des seuils et la proximité entre le candidat qui possède la
plus grande probabilité d'être élu et le vainqueur de Borda.
L'issue du vote par approbation est la plus stable lorsque le nombre de votants est élevé
et le nombre de candidats faible, atteignant 0,55 sous l'hypothèse de culture impartiale
et 0,98 sous le modèle de Mallows. Cependant, lorsque le nombre de candidats augmente,
cette probabilité décroît rapidement, ce qui rend l'issue du vote bien moins prévisible.
La probabilité que le candidat qui possède la plus grande probabilité d'être élu soit le
vainqueur de Borda est relativement élevé (supérieur à 0,74). Cette probabilité diminue
légèrement lorsque le nombre de candidats augmente, et augmente lorsque le nombre de
votants augmente. De plus, le modèle de Mallows produit des probabilités plus élevées que
l'hypothèse de la culture impartiale.
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5.4 En vote par approbation à vainqueurs multiples

Dans cette section, nous nous concentrerons sur le vote par approbation à vainqueurs
multiples de taille �xée, `. Cette section est liée au chapitre 3 dans lequel nous étudions
le vote par approbation à vainqueurs multiples (cependant sans contrainte sur la taille du
comité à élire).

Commençons par étendre les problèmes présentés dans la section précédente au contexte
où plusieurs candidats sont vainqueurs.

La notion centrale ici est celle de `-comité vainqueur possible en vote par approbation
à vainqueurs multiples. Un `-comité vainqueur possible d'un pro�l P est un sous-ensemble
X ′ ⊆ X, de taille `, pour lequel il existe un vecteur de seuils ~k = (ki)i∈N tel que si chaque
votant i approuve ses ki meilleurs candidats, alors X ′ est le `-comité vainqueur (unique)

pour le pro�l d'approbations correspondant, AP,
~k.

La question qui nous intéresse est alors de déterminer si un comité donné peut être
vainqueur pour un pro�l donné : étant donnés un pro�l d'ordres P sur X et un sous-
ensemble X ′ de candidats, X ′ est-il un `-comité vainqueur possible pour P ?

En ce qui concerne les comités, nous étudierons seulement le problème du `-comité
vainqueur possible. En e�et, le problème du `-comité co-vainqueur possible 11 est trivial
car si chaque votant approuve tous les candidats, alors chaque `-comité est co-vainqueur.
Ainsi tous les `-comités sont des `-comités co-vainqueurs possibles.

En ce qui concerne les candidats, un candidat x ∈ X est dit vainqueur possible si il ap-
partient à au moins un `-comité vainqueur possible, et vainqueur nécessaire si il appartient
à tout `-comité vainqueur possible.

Ces notions peuvent être généralisées au vote par [1, k]-approbation. Nous pouvons
alors dé�nir le problème du `-comité vainqueur possible sur le vote par [1, k]-approbation.

En�n, il existe de nombreuses procédures pour déterminer le comité vainqueur en vote
par approbation à vainqueurs multiples. Ces procédures sont décrites en section 2.3.4.

Dans un premier temps, nous nous concentrerons sur l'approbation simple qui choisit
les ` candidats avec le plus grand score d'approbation comme comité vainqueur. D'abord,
nous étudierons le problème du `-comité vainqueur possible. Puis, nous nous intéresserons
aux candidats vainqueurs possibles et nécessaires. Dans un second temps, nous étendrons
partiellement les résultats obtenus aux autres règles fondées sur le vote par approbation à
vainqueurs multiples.

11. Un comité est un `-comité co-vainqueur possible si il est co-vainqueur dans un pro�l d'approbations
compatible.
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5.4.1 Approbation simple

5.4.1.a Comité vainqueur possible

Dans cette section, nous étudions le problème du `-comité vainqueur possible pour le
vote par approbation simple.

Avant d'étudier la complexité de ce problème, observons le lemme 2.

Lemme 2. Étant donnés un pro�l P et un sous-ensemble de candidats X ′ = {x′1, x′2}. Si
X ′ est un 2-comité vainqueur possible pour P alors il existe une solution (ki)i∈N satisfaisant
l'équation suivante : |{i ∈ N : rkP (i, x′1) ≤ ki}| = |{i ∈ N : rkP (i, x′2) ≤ ki}|, ce qui signi�e
que x′1 et x′2 possède le même score d'approbation.

Preuve. Considérons un pro�l P , un 2-comité vainqueur possible, X ′ = {x′1, x′2}, et
un vecteur de seuils (ki)i∈N tel que X ′ est vainqueur unique. Sans perte de généralité,
considérons la situation où app(x′1) > app(x′2). Alors il existe un sous-ensemble de vo-
tants N ′ ⊂ N de taille (app(x′1) − app(x′2)) tel que, pour chaque votant i ∈ N ′, on a
rkP (i, x′1) ≤ ki < rkP (i, x′2).
Nous construisons une nouvelle solution (k′i)i∈N telle que :

(i) Pour i ∈ N ′, k′i = rkP (i, x′2).

(ii) Pour i ∈ N\N ′, k′i = ki.

En comparaison avec la solution (ki)i∈N , le score de x′2 augmente de (app(x′1)− app(x′2)),
le score de x′1 est inchangé et le score des candidats de x ∈ X\X ′ augmente d'au plus
(app(x′1)− app(x′2)). Ainsi X ′ demeure l'unique comité vainqueur et le score de x′1 est égal
au score de x′2.

Nous pouvons maintenant montrer que le problème du 2-comité vainqueur possible est
un problème di�cile à résoudre pour le vote par approbation simple.

Théorème 14. Pour l'approbation simple, le problème du 2-comité vainqueur possible est
NP-complet.

Preuve. La preuve est basée sur une réduction depuis le problème de la section 5.3.1,
le 2-ensemble co-vainqueur possible. Une instance du 2-ensemble co-vainqueur possible est
dé�nie par un ensemble de votants N , un ensemble de candidats X, un pro�l P , et un sous-
ensemble de candidats X ′ de taille 2. L'objectif est de déterminer si il existe un vecteur
(ki)i∈N tel que si chaque votant i approuve ses ki meilleurs candidats alors l'ensemble
co-vainqueur est X ′. Ce problème est montré NP-complet dans le théorème 11.
Soit I = (P,N,X,X ′) une instance du 2-ensemble co-vainqueur possible. À partir de I,
nous construisons une instance du 2-comité vainqueur possible avec les mêmes N , X, P ,
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et X ′. Nous allons montrer qu'il existe une solution pour I si et seulement si il existe une
solution pour I ′.

Clairement, si il existe une solution pour I, alors le même vecteur (ki) est aussi une
solution pour I ′.

Inversement, supposons qu'il existe une solution (ki)i∈N pour I ′. D'après le lemme
2, nous savons qu'il existe une solution (k′i)i∈N telle que x′1 et x′2 ont le même score
d'approbation. Ainsi le vecteur (k′i)i∈N est une solution pour I.

Cela prouve que le 2-comité vainqueur possible est un problème NP-complet. Nous
pouvons étendre ce résultat au `-comité vainqueur possible, pour ` ≥ 2, de la manière
suivante.

Théorème 15. Pour l'approbation simple, le problème du `-comité vainqueur possible est
NP-complet, pour ` ≥ 2.

Preuve. La preuve est une réduction depuis le problème du 2-comité vainqueur possible.

Soit I = (P,N,X,X ′) une instance du 2-comité vainqueur possible. À partir de I nous
construisons I ′ =(P ′, N ′, Y, Y ′, `), une instance du `-comité vainqueur possible de la façon
suivante :

• N ′ = N ,

• Y = X ∪ E,

• Y ′ = X ′ ∪ E.

L'ensemble E = {ei}i=1...`−2 est un ensemble de `− 2 candidats factices. Pour tout votant
i ∈ N , les préférences entre deux candidats de X sont inchangées. Pour prendre en compte
les candidats factices, nous ajoutons les préférences suivantes : pour tout i ∈ N ′, et pour
tout y ∈ Y \E, e1 >i e2 >i . . . e`−2 >i y.

Nous allons alors montrer qu'il existe une solution pour l'instance I si et seulement si
il existe une solution pour l'instance I ′.

Supposons qu'il existe une solution (ki)i∈N pour I. Nous considérons le vecteur (k′i)i∈N ′

pour I ′ tel que k′i = ki + (`− 2). Les candidats factices {ei}i=1...`−2 dominent les candidats
y ∈ Y \E, et par conséquent, les `−2 candidats factices sont nécessairement dans le comité
vainqueur. De plus nous observons que le score d'approbation des candidats y ∈ Y \E est le
même que celui des candidats correspondants dans x ∈ X. Ainsi les scores d'approbation
des candidats cibles y′1 et y′2 sont supérieurs aux scores des candidats de y ∈ Y \Y ′. Le
vecteur (k′i)i∈N ′ est donc solution de I ′.

Inversement, supposons qu'il existe une solution (k′i)i∈N pour l'instance I ′. Alors nous
considérons le vecteur (ki)i∈N pour I tel que

ki =

{
k′i − (`− 2), si k′i ≥ (`− 2),
0, sinon.
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Avec ce vecteur, les candidats x ∈ X de I ont le même score d'approbation que les candidats
correspondants de y ∈ Y \E de I ′. Ainsi, le comité X ′ = {x′1, x′2} est un le comité vainqueur
de I.

Cela montre que le problème du `-comité vainqueur possible est NP-complet pour le
vote par approbation simple. Ce résultat est généralisé au vote par [1, k]-approbation par
le théorème 16.

Théorème 16. Pour le vote par [1, k]-approbation simple, k ≥ 3, le problème du `-comité
vainqueur possible est NP-complet, pour ` ≥ 2.

Preuve. La preuve est basée sur une réduction à partir du `-comité vainqueur possible,
consistant à ajouter un ensemble de candidats factices à la �n de chaque vote, comme dans
la preuve du théorème 15.

En résumé, avec ou sans contrainte sur le nombre de candidats approuvés, le problème
du `-comité vainqueur possible est NP-complet pour l'approbation simple, pour tout ` ≥ 2.

5.4.1.b Candidat vainqueurs possibles et nécessaires

Dans cette section, nous étudierons la caractérisation de l'appartenance possible et
nécessaire d'un candidat à un `-comité vainqueur, en commençant par l'appartenance pos-
sible à un `-comité vainqueur. Nous obtenons deux caractérisations simples des candidats
vainqueurs possibles et vainqueurs nécessaires.

Proposition 5.1. Pour l'approbation simple, un candidat x est candidat vainqueur possible
pour P si et seulement si x n'est pas Pareto-dominé par ` candidats ou plus dans P .

Preuve. Supposons que x appartienne à un `-comité vainqueur possible, alors les candi-
dats qui dominent x sont aussi dans ce comité. Ainsi, au plus `− 1 candidats dominent le
candidat x.
Inversement, supposons que x soit dominé par ` − 1 candidats ou moins, et observons
le vecteur de seuils suivant : pour tout i ∈ N, ki = rkP (i, x). Seuls x et les candidats
qui le dominent ont un score d'approbation égal à n. Donc x est membre d'un `- comité
vainqueur.

L'appartenance nécessaire d'un candidat à l'ensemble des `-comités vainqueurs est ca-
ractérisée dans la proposition suivante.

Proposition 5.2. Pour l'approbation simple, un candidat x est candidat vainqueur néces-
saire pour P si et seulement si x domine (n− `) candidats ou plus dans P .

Preuve. Supposons que x soit membre nécessaire de tout `-comité vainqueur et que x ne
domine que (n − ` − 1) candidats ou moins. Et étudions le vecteur suivant : pour tout
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i ∈ N, ki = rkP (i, x) − 1. Alors le score d'approbation de x est 0 et il existe au moins `
candidats qui ne sont pas dominés par x et qui possèdent donc un score d'approbation non
nul. Ainsi le `-comité vainqueur ne contient pas x, ce qui contredit l'hypothèse.
Inversement, supposons que x domine (n− `) candidats ou plus, et supposons qu'il existe
un ` comité, S, tel que S ne contienne pas x. Il n'existe que ` − 1 candidats qui ne sont
pas dominés par x, donc il existe dans S un candidat qui est dominé par x et x doit donc
appartenir à ce `-comité vainqueur.

En conséquence des propositions 5.1 et 5.2, les singletons de candidats qui sont membres
possibles ou nécessaires d'un `-comité vainqueur dans un pro�l P peuvent être identi�és
en temps polynomial. Cette propriété ne s'étend pas au sous-ensemble de taille arbitraire.
En e�et, le théorème 17 nous montre que cela est di�cile.

Théorème 17. Pour l'approbation simple, décider si un sous-ensemble X ′ ⊆ X est membre
d'un `-comité vainqueur possible est NP-complet, pour ` ≥ 3.

Preuve. La preuve est identique à la preuve du théorème 15, basée sur une réduction à
partir du 2-comité vainqueur possible.

En résumé, avec ou sans contrainte sur le nombre de candidats approuvés, il existe
une caractérisation simple des candidats vainqueurs possibles et nécessaires. Cependant, le
problème de déterminer si un sous-ensemble de candidats de taille supérieure ou égale à 2
est membre d'un `-comité vainqueur possible est NP-complet.

5.4.2 Autres règles de vote par approbation

Dans cette section, nous étudierons le problème du `-comité vainqueur possible pour
les autres règles de vote par approbation à vainqueurs multiples dé�nies en section 2.3.4.

Commençons par mentionner le fait que si, pour une règle donnée, le problème de
détermination d'un comité vainqueur de taille quelconque est NP-di�cile alors le problème
du comité vainqueur possible (sans contrainte sur la taille) est aussi NP-di�cile. En e�et,
le problème de vainqueur possible est un problème au moins aussi di�cile que le problème
de détermination du vainqueur. Ainsi, puisque nous savons qu'il est di�cile de déterminer
un comité vainqueur de taille quelconque pour les règles minimax, AVw, l'approbation
proportionnelle et pour les procédures d'approbation à seuils, nous savons que le problème
du comité vainqueur possible est NP-di�cile pour ces règles.

Cependant, lorsque la taille du comité est �xée à une constante `, le problème du calcul
du `-comité vainqueur s'e�ectue en temps polynomial pour toutes ces règles de vote par
approbation. En e�et, il existe un nombre polynomial de comités de taille `, à savoir

(
n
`

)
.

Nous ne savons donc rien sur la complexité du problème du `-comité vainqueur possible
pour ces règles.
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Nous allons alors étudier le problème du `-comité vainqueur possible pour une partie des
règles présentées en section 2.3.4, et montrer à chaque fois que ce problème est NP-complet.

5.4.2.a Approbation nette

L'approbation nette est une règle de vote proche de l'approbation simple, dont le but
est de corriger la tendance de l'approbation simple à élire des comités de grande taille.
Pour l'approbation nette, le problème du `-comité vainqueur possible est NP-complet.

Théorème 18. Pour l'approbation nette, le problème du `-comité vainqueur possible est
NP-complet, pour ` ≥ 2.

Preuve. Étant donnés un pro�l d'approbations A et un entier `, étudions le score d'ap-
probation nette d'un comité S, noté NAV (S).

NAV (S) =
∑
i∈N
|vi ∩ S| − |vci ∩ S|

=
∑
i∈N

∑
j∈S
|vi ∩ j| − |vci ∩ j|

Or, pour tout j ∈ X, nous avons |vci ∩ j| = 1− |vi ∩ j|. Ainsi, nous obtenons :

NAV (S) =
∑
i∈N

∑
j∈S

2 · |vi ∩ j| − 1

=
∑
i∈N

∑
j∈S

2 · |vi ∩ j| −
∑
i∈N

∑
j∈S

1

= 2 ·
∑
i∈N

∑
j∈S
|vi ∩ j| − n · |S|

Par dé�nition, ceci équivaut à :

NAV (S) = AV (S)− n · |S|

Ainsi, le terme n · |S|, qui pénalise les comités de grande taille, est le même pour tout
comité de taille `. Nous concluons alors que ` − NAV (A) = ` − AV (A), c'est-à-dire que
l'ensemble des `-comités vainqueurs pour l'approbation simple dans A est le même que
pour l'approbation nette dans A′.

5.4.2.b Satisfaction

L'approbation par satisfaction est une règle dont le score pour un comité est calculé en
prenant de la satisfaction de chaque votant. De même, le problème du `-comité vainqueur
possible pour cette règle est NP-complet.
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Théorème 19. Pour l'approbation par satisfaction, le problème du `-comité vainqueur
possible est NP-complet, pour ` ≥ 2.

Preuve. La preuve est une réduction depuis le problème du `-comité vainqueur possible
pour la règle par approbation simple. Une instance du `-comité vainqueur possible pour
l'approbation simple est dé�nie par un ensemble de votants N , un ensemble de candidats
X, un pro�l A, et un sous-ensemble de candidats S de taille `. L'objectif est de déterminer
si il existe un vecteur (ki)i∈N tel que si chaque votant i approuve ses ki meilleurs candidats
alors S est le comité vainqueur. Ce problème est montré NP-complet dans le théorème 15.
Soit I = (A,N,X, S) une instance du `-comité vainqueur possible pour la règle par ap-
probation simple. À partir de I, nous construisons une instance I ′ = (A′, N ′, X ′, S′) du
`-comité vainqueur possible pour l'approbation par satisfaction en posant X ′ = X et
S′ = S. Le pro�l d'approbations A′ est construit de la manière suivante : pour tout i ∈ N ,
pour tout j ∈ X, si j ∈ vi alors nous créons un votant k qui approuve uniquement le
candidat j : vk = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), où l'unique 1 est en position j.

Ainsi, le pro�l A′ est composé de
∑

j∈X App(j) votes, dans lesquels un unique candidat
est approuvé. Montrons alors que le sous-ensemble S est un comité vainqueur possible pour
l'approbation simple dans A si et seulement si S′ est un comité vainqueur possible pour
l'approbation par satisfaction dans A′.

Étudions le score de satisfaction de S dans A′, noté SAVA′(S). Par dé�nition, nous
avons :

SAVA′(S) =
∑
i∈N ′

|v′i ∩ S|
|v′i|

Or, pour tout i ∈ N ′, nous avons |v′i| = 1. Ainsi, nous obtenons :

SAVA′(S) =
∑
i∈N ′

|v′i ∩ S|

Cette équation équivaut à :

SAVA′(S) =
∑
j∈S

∑
i∈N ′

|v′i ∩ j|

De plus, par construction de l'instance I ′, nous savons que pour tout j ∈ X, il existe le
même nombre de votant i ∈ N ′ tel que |v′i∩ j| = 1 que de votant i ∈ N tel que |vi∩ j| = 1.
Nous obtenons donc :

SAVA′(S) =
∑
j∈S

∑
i∈N
|vi ∩ j|

Ceci est équivalent à :
SAVA′(S) =

∑
i∈N
|vi ∩ S|

Par dé�nition, ceci équivaut à :

SAVA′(S) = AVA(S)
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Puisque cette égalité est vraie pour tout comité, nous concluons donc que le comité S
est vainqueur possible pour l'approbation simple dans A si et seulement si S est un comité
vainqueur possible pour l'approbation par satisfaction dans A′.

5.4.2.c Satisfaction nette

De façon similaire à l'approbation nette, la satisfaction nette est une règle proche de
la satisfaction, qui permet d'éliminer la tendance de la satisfaction à élire des comités
de grande taille. Le problème du `-comité vainqueur possible pour cette règle est aussi
NP-complet.

Théorème 20. Pour l'approbation par satisfaction nette, le problème du `-comité vain-
queur possible est NP-complet, pour ` ≥ 2.

Preuve. La preuve est une réduction depuis le problème du `-comité vainqueur possible
pour la règle par approbation simple. Cette réduction est la même que dans la preuve du
théorème 19.

Une instance du `-comité vainqueur possible pour l'approbation simple est dé�nie par
un ensemble de votants N , un ensemble de candidats X, un pro�l A, et un sous-ensemble
de candidats S de taille `. L'objectif est de déterminer si il existe un vecteur (ki)i∈N tel
que si chaque votant i approuve ses ki meilleurs candidats alors S est le comité vainqueur.
Ce problème est montré NP-complet dans le théorème 15.
Soit I = (A,N,X, S) une instance du `-comité vainqueur possible pour la règle par ap-
probation simple. À partir de I, nous construisons une instance I ′ = (A′, N ′, X ′, S′) du
`-comité vainqueur possible pour l'approbation par satisfaction nette en posant X ′ = X
et S′ = S. Le pro�l d'approbations A′ est construit de la manière suivante : pour tout
i ∈ N , pour tout j ∈ X, si j ∈ vi alors nous créons un votant k qui approuve uniquement
le candidat j : vk = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), où l'unique 1 est en position j.

Ainsi, le pro�l A′ est composé de
∑

j∈X App(j) votes, dans lesquels un unique candidat
est approuvé. Montrons alors que le sous-ensemble S est un comité vainqueur possible pour
l'approbation simple dans A si et seulement si S′ est un comité vainqueur possible pour
l'approbation par satisfaction nette dans A′.

Étudions le score de satisfaction nette de S dans A′, noté NSAVA′(S). Par dé�nition,
nous avons

NSAVA′(S) =
∑
i∈N ′

|v′i ∩ S|
|v′i|

− |v
′c
i ∩ S|
|v′ci |

.

Or, pour tout i ∈ N ′, nous avons |v′i| = 1 et |v′ci | = m− 1. Ainsi, nous obtenons :

NSAVA′(S) =
∑
i∈N ′

|v′i ∩ S| −
|v′ci ∩ S|
m− 1
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Cette équation équivaut à :

SAVA′(S) =
1

m− 1
·
∑
j∈S

∑
i∈N ′

(m− 1) · |v′i ∩ j| − |v′ci ∩ j|

Comme, pour tout j ∈ X, nous avons que |v′ci ∩ j| = 1− |v′i ∩ j|, nous obtenons :

SAVA′(S) =
1

m− 1
·
∑
j∈S

∑
i∈N ′

(m− 1) · |v′i ∩ j| − (1− |v′i ∩ j|)

Ceci équivaut à :

SAVA′(S) =
m

m− 1
·
∑
j∈S

∑
i∈N ′

|v′i ∩ j| − 1

De plus, par construction de l'instance I ′, nous savons que pour tout j ∈ X, il existe le
même nombre de votant i ∈ N ′ tel que |v′i∩ j| = 1 que de votant i ∈ N tel que |vi∩ j| = 1.
Nous obtenons donc :

SAVA′(S) =
m

m− 1
·
∑
j∈S

∑
i∈N
|vi ∩ j| − 1

Ceci est équivalent à :

SAVA′(S) =
m

m− 1
·
∑
j∈S

∑
i∈N
|vi ∩ j| − n · |S|

Par dé�nition, nous obtenons :

SAVA′(S) =
m

m− 1
·AVA(S)− n · |S|

Ainsi, le terme n · |S|, qui pénalise les comités de grande taille, est le même pour tout
comité de taille `. Nous concluons alors que `−NSAV (A′) = `−SAV (A), c'est-à-dire que
l'ensemble des `-comités vainqueurs est le même pour l'approbation par satisfaction dans
A et l'approbation par satisfaction nette dans A′.

5.4.2.d Approbation proportionnelle

Le but du vote par approbation proportionnelle est de répondre au besoin de pro-
portionnalité, qui n'est pas pris en compte par les méthodes précédentes. De même, le
problème du `-comité vainqueur possible pour cette règle est NP-complet.

Théorème 21. Pour l'approbation proportionnelle, le problème du `-comité vainqueur
possible est NP-complet, pour ` ≥ 2.
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Preuve. La preuve est une réduction depuis le problème du `-comité vainqueur possible
pour la règle par approbation simple, similaire à celle du théorème 19.

Une instance du `-comité vainqueur possible pour l'approbation simple est dé�nie par
un ensemble de votants N , un ensemble de candidats X, un pro�l A, et un sous-ensemble
de candidats S de taille `. L'objectif est de déterminer si il existe un vecteur (ki)i∈N tel
que si chaque votant i approuve ses ki meilleurs candidats alors le comité vainqueur est S.
Ce problème est montré NP-complet dans le théorème 15.
Soit I = (A,N,X, S) une instance du `-comité vainqueur possible pour la règle par ap-
probation simple. À partir de I, nous construisons une instance I ′ = (A′, N ′, X ′, S′) du `-
comité vainqueur possible pour l'approbation proportionnelle en posant X ′ = X et S′ = S.
Le pro�l d'approbations A′ est construit de la manière suivante : pour tout i ∈ N , pour
tout j ∈ X, si j ∈ vi alors nous créons un votant k qui approuve uniquement le candidat
j : vk = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), où l'unique 1 est en position j.

Ainsi, le pro�l A′ est composé de
∑

j∈X App(j) votes, dans lesquels un unique candidat
est approuvé. Montrons alors que le sous-ensemble S est un comité vainqueur possible pour
l'approbation simple dans A si et seulement si S′ est un comité vainqueur possible pour
l'approbation proportionnelle dans A′.

Étudions le score d'approbation proportionnelle de S dans A′, noté SAVA′(S). Par
dé�nition :

PAVA′(S) =
∑
i∈N ′

r(|v′i ∩ S|)

Or, pour tout i ∈ N ′, nous avons |v′i| = 1. Ainsi, nous obtenons :

PAVA′(S) =
∑
i∈N ′

|v′i ∩ S|

Cette équation équivaut à :

PAVA′(S) =
∑
j∈S

∑
i∈N ′

|v′i ∩ j|

De plus, par construction de l'instance I ′, nous savons que pour tout j ∈ X, il existe le
même nombre de votant i ∈ N ′ tel que |v′i∩ j| = 1 que de votant i ∈ N tel que |vi∩ j| = 1.
Nous obtenons donc :

PAVA′(S) =
∑
j∈S

∑
i∈N
|vi ∩ j|

Ceci qui équivaut à :
PAVA′(S) =

∑
i∈A
|vi ∩ S|

Par dé�nition, nous obtenons :

PAVA′(S) = AVA(S)

Puisque cette égalité est vraie pour tout comité, nous concluons donc que le comité S est
vainqueur possible pour l'approbation simple dans A si et seulement si S est un comité
vainqueur possible pour l'approbation proportionnelle dans A′.
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5.4.2.e Approbation proportionnelle séquentielle

L'approbation proportionnelle séquentielle est une règle similaire à l'approbation pro-
portionnelle mais dans laquelle les candidats sont élus de façon séquentielle. De même, le
problème du `-comité vainqueur possible pour cette règle est NP-complet.

Théorème 22. Pour l'approbation proportionnelle séquentielle, le problème du `-comité
vainqueur possible est NP-complet, pour ` ≥ 2.

Preuve. La preuve est une réduction depuis le problème du `-comité vainqueur possible
pour la règle par approbation simple, similaire à celle du théorème 19.

Une instance du `-comité vainqueur possible pour l'approbation simple est dé�nie par
un ensemble de votants N , un ensemble de candidats X, un pro�l A, et un sous-ensemble
de candidats S de taille `. L'objectif est de déterminer si il existe un vecteur (ki)i∈N tel
que si chaque votant i approuve ses ki meilleurs candidats alors le comité vainqueur est S.
Ce problème est montré NP-complet dans le théorème 15.
Soit I = (A,N,X, S) une instance du `-comité vainqueur possible pour la règle par
approbation simple. À partir de I, nous construisons une instance I ′ = (A′, N ′, X ′, S′)
du `-comité vainqueur possible pour l'approbation proportionnelle séquentielle en posant
X ′ = X et S′ = S. Le pro�l d'approbations A′ est construit de la manière suivante :
pour tout i ∈ N , pour tout j ∈ X, si j ∈ vi alors nous créons un votant k qui approuve
uniquement le candidat j : vk = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), où l'unique 1 est en position j.

Ainsi, le pro�l A′ est composé de
∑

j∈X App(j) votes, dans lesquels un unique candidat
est approuvé. Montrons alors que le sous-ensemble S est un comité vainqueur possible pour
l'approbation simple dans A si et seulement si S′ est un comité vainqueur possible pour
l'approbation proportionnelle séquentielle dans A′.

En e�et, puisque pour tout i ∈ N ′, nous avons |v′i| = 1, le comité vainqueur ` −
SPAV (A′) est composé des `-candidats les plus approuvés dans A′. De plus, par construc-
tion de l'instance I ′, nous savons que pour tout j ∈ X, il existe le même nombre de votant
i ∈ N ′ tel que |v′i ∩ j| = 1 que de votant i ∈ N tel que |vi ∩ j| = 1. Ainsi, les `-candidats
les plus approuvés dans A′ sont les mêmes `-candidats le plus approuvés dans A. Nous
obtenons donc :

`− SPAV (A′) = `−AV (A)

5.4.2.f Approbation à seuil

Dans les procédures d'approbation à seuil, on considère qu'un comité représente un
votant i si il contient assez de candidats approuvés par i, sinon il ne le représente pas. Le
comité vainqueur est celui qui représente le plus de votants.
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5.4. En vote par approbation à vainqueurs multiples

Dans un premier temps, nous étudions les procédures d'approbation à seuil constant, en
commençant par la procédure avec un seuil de valeur 1, c'est-à-dire que pour tout comité
S, t(S) = 1. Pour cette procédure, que l'on notera ` − T 1AV , le problème du `-comité
vainqueur possible est NP-complet.

Théorème 23. Pour l'approbation à seuil constant de valeur 1, le problème du `-comité
vainqueur possible est NP-complet, pour ` ≥ 2.

Preuve. La preuve est une réduction depuis le problème du `-comité vainqueur possible
pour la règle par approbation simple, similaire à celle du théorème 19.

Une instance du `-comité vainqueur possible pour l'approbation simple est dé�nie par
un ensemble de votants N , un ensemble de candidats X, un pro�l A, et un sous-ensemble
de candidats S de taille `. L'objectif est de déterminer si il existe un vecteur (ki)i∈N tel
que si chaque votant i approuve ses ki meilleurs candidats alors le comité vainqueur est S.
Ce problème est montré NP-complet dans le théorème 15.
Soit I = (A,N,X, S) une instance du `-comité vainqueur possible pour la règle par ap-
probation simple. À partir de I, nous construisons une instance I ′ = (A′, N ′, X ′, S′) du
`-comité vainqueur possible pour l'approbation à seuil constant de valeur 1 en posant
X ′ = X et S′ = S. Le pro�l d'approbations A′ est construit de la manière suivante :
pour tout i ∈ N , pour tout j ∈ X, si j ∈ vi alors nous créons un votant k qui approuve
uniquement le candidat j : vk = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), où l'unique 1 est en position j.

Ainsi, le pro�l A′ est composé de
∑

j∈X App(j) votes, dans lesquels un unique candidat
est approuvé. Montrons alors que le sous-ensemble S est un comité vainqueur possible pour
l'approbation simple dans A si et seulement si S′ est un comité vainqueur possible pour
l'approbation à seuil constant de valeur 1 dans A′.

En e�et, puisque pour tout i ∈ N ′, nous avons |v′i| = 1, le comité vainqueur ` −
T 1AV (A′) est composé des `-candidats les plus approuvés dans A′. De plus, par construc-
tion de l'instance I ′, nous savons que pour tout j ∈ X, il existe le même nombre de votant
i ∈ N ′ tel que |v′i ∩ j| = 1 que de votant i ∈ N tel que |vi ∩ j| = 1. Ainsi, les `-candidats
le plus approuvés dans A′ sont les mêmes `-candidats les plus approuvés dans A. Nous
obtenons donc :

`− T 1AV (A′) = `−AV (A)

Maintenant, intéressons-nous aux règles à seuil constant de valeur quelconque k, que
l'on notera ` − T kAV , pour montrer que le problème du `-comité vainqueur possible est
aussi NP-complet dans ce cas.

Théorème 24. Pour l'approbation à seuil constant k, le problème du `-comité vainqueur
possible est NP-complet, pour ` ≥ 2.

Preuve. La preuve est une réduction depuis le problème du `-comité vainqueur possible
pour la règle d'approbation à seuil constant de valeur 1.
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5. Vainqueurs possibles et nécessaires en vote par approbation

Une instance du `-comité vainqueur possible pour l'approbation à seuil constant de
valeur 1 est dé�nie par un ensemble de votants N , un ensemble de candidats X, un pro�l
A, et un sous-ensemble de candidats S de taille `. L'objectif est de déterminer si il existe
un vecteur (ki)i∈N tel que si chaque votant i approuve ses ki meilleurs candidats alors le
comité vainqueur est S. Ce problème est montré NP-complet dans le théorème 23.
Soit I = (A,N,X, S) une instance du `-comité vainqueur possible pour l'approbation à seuil
constant de valeur 1. À partir de I, nous construisons I ′ = (A′, N ′, X ′, S′), une instance du
`-comité vainqueur possible pour l'approbation à seuil constant k de la manière suivante :

• X ′ = X ∪ {d1, . . . , dk−1}

• S′ = S ∪ {d1, . . . , dk−1}

• A′ : pour tout i ∈ N , A′i = Ai ∪ {d1, . . . , dk−1}.

Cela signi�e que l'on ajoute k − 1 candidats arti�ciels dans A′ qui sont approuvés par
l'ensemble des votants. Montrons alors qu'un sous-ensemble S est un comité vainqueur
possible pour l'approbation à seuil constant de valeur 1 dans A si et seulement si S′ est un
comité vainqueur possible pour l'approbation à seuil constant k dans A′.

Pour tout comité C de A′ tel que {d1, . . . , dk−1} ⊆ C, on a

|{i ∈ A′ : |v′i ∩ C| ≥ k|}| = |{i ∈ A : |vi ∩ (C \ {d1, . . . , dk−1})| ≥ 1|}|

car les candidats arti�ciels sont approuvés par tous les votants. Cette relation signi�e que
le nombre de votants représentés par C dans A′ avec un seuil égal à k est égal au nombre
de votants représentés par (C \ {d1, . . . , dk−1}) dans A avec un seuil égal à 1. Et puisque
cette relation est vraie pour tout comité C, on obtient donc :

`− T kAV (A′) = `−AV (A)

Finalement, intéressons-nous aux règles à seuils variables et en particulier à la règle à
seuil majoritaire, a�n de montrer que le problème du `-comité vainqueur possible est aussi
NP-complet dans ce cas.

Théorème 25. Pour l'approbation à seuil majoritaire, le problème du `-comité vainqueur
possible est NP-complet, pour ` ≥ 2.

Preuve. Pour montrer ce résultat, il su�t de remarquer que lorsque l'on étudie le problème
du `-comité vainqueur possible, on ne s'intéresse qu'aux comités de taille �xée `. Ainsi, pour
l'approbation à seuil majoritaire, ces comités possèdent le même seuil égal à `/2. Donc,
étant donné un pro�l d'approbations, le comité de taille ` vainqueur pour l'approbation à
seuil majoritaire est égal au comité de taille ` vainqueur pour l'approbation à seuil constant
`/2.

166



5.4. En vote par approbation à vainqueurs multiples

Pour résumé, sans contrainte sur le nombre d'approbations, déterminer si un sous-
ensemble de candidats de taille supérieure ou égale à 2 est un `-comité vainqueur possible
est NP-complet, pour l'approbation nette, l'approbation par satisfaction, l'approbation
par satisfaction nette, l'approbation proportionnelle, l'approbation proportionnelle séquen-
tielle, l'approbation à seuil constant et en�n l'approbation à seuil majoritaire.

5.4.3 Résumé

Cette section porte sur l'étude des problèmes de vainqueurs possibles et nécessaires
dans le contexte du vote par approbation à vainqueur multiples.

Tout d'abord nous étudions ces problèmes pour l'approbation simple. Nous montrons
que le problème du `-comité vainqueur possible est NP-complet, pour ` ≥ 2. Puis nous don-
nons une caractérisation simple des candidats membres d'un `-comité vainqueur possible
ou de tous les `-comités vainqueurs possibles.

Ensuite, nous étudions le problème du `-comité vainqueur possible pour une partie
des règles présentées en section 2.3.4, en particulier les règles à scores et à seuils. Nous
montrons que pour chacune de ces règles ce problème est NP-complet.
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Chapitre 6

Conclusion et perspectives

6.1 Conclusion

Je me suis intéressé dans cette thèse à la problématique de la décision collective. Il
s'agit de prendre une décision commune parmi un ensemble d'alternatives en se fondant
sur les préférences d'un ensemble d'agents. Il existe de nombreuses méthodes pour agréger
des préférences en vue d'une décision commune. La méthode que nous avons étudiée ici
est celle du vote. Dans le cadre du vote, les votants expriment leurs préférences sur les
candidats (ou alternatives) à l'aide de bulletins de vote qui peuvent prendre di�érents
formes.

L'objectif est de déterminer le candidat (ou le sous-ensemble de candidats) qui est le
meilleur compromis étant données les préférences des votants.

Dans le premier chapitre de cette thèse nous avons étudié le vote par approbation dans
le cadre d'élection à vainqueurs multiples. Le vote par approbation est un système où
chaque votant approuve autant de candidats qu'il souhaite. Ce système est fréquemment
utilisé en pratique, par exemple pour élire un comité dans une université ou une entreprise.
Une fois les préférences dichotomiques des votants exprimées, il existe de nombreuses règles
pour les agréger en un choix commun. Deux règles de vote ont été particulièrement étu-
diées, la règle habituelle, appelée minisum, et la règle minimax.
Nous avons généralisé ces deux règles en un ensemble continu de règles de vote, par l'utili-
sation de l'opérateur de moyenne ordonnée pondérée (ordered weighted averaging, OWA).
Cette famille de règles est paramétrée par un vecteur de poids et permet de dé�nir des
règles de vote entre minisum et minimax. Pour des raisons d'équité, nous nous sommes plus
particulièrement intéressés aux vecteurs de poids binaires et décroissants. Nous avons alors
étudié cette famille de règles du point de vue de la complexité de calcul, de la manipulation
et du nombre moyen de comités vainqueurs ex aequo.
En étudiant la complexité du calcul de ces règles, nous avons déterminé que le calcul d'un
comité vainqueur est NP-di�cile, même pour des vecteurs de poids binaires et décrois-
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sants. De plus, certaines propriétés concernant les candidats nécessairement vainqueurs 1

(ou perdants) ont été mises en évidence. Par exemple, si un candidat est approuvé par
un nombre de votants supérieur à un certain seuil 2, alors il appartient à tous les comités
vainqueurs. En résumé, minisum est la seule règle à vecteur de poids binaire et décroissant
dont le calcul d'un comité vainqueur est polynomial.
Concernant la manipulation, nous avons montré que cette famille de règle est manipulable
lorsque les vecteurs de poids sont monotones. Plus précisément, nous avons démontré que
minisum est la seule règle de vote avec un vecteur de poids monotone, à être résistante à
la manipulation.
En�n, pour étudier le nombre de moyen de comités vainqueurs ex aequo, nous avons conduit
une étude expérimentale. Sous l'hypothèse de culture impartiale (distribution uniforme des
votes), nous avons généré un ensemble de pro�ls d'approbations. Pour chacun de ces pro-
�ls, j'ai calculé le nombre de comités vainqueurs en fonction de la règle étudiée. Il ressort
de cette étude que minimax est bien la règle qui possède le plus de comités vainqueurs
en moyenne. La règle minimax donne donc un poids plus important au mécanisme de dé-
partage des ex aequo que les autres règles considérées. La règle minisum se comporte de
deux manières di�érentes en fonction de la parité du nombre de votants. Si ce nombre
est pair, minisum possède plus comités vainqueurs ex aequo que les règles fondées sur les
OWA (excepté minimax), sinon elle ne possède qu'un unique comité vainqueur. Ainsi, les
règles fondées sur les OWA retournent en moyenne un nombre de comités vainqueurs ex
aequo plus faible que minimax et minisum, ce qui permet de donner moins de poids au
mécanisme de départage des ex aequo.
Finalement, il est intéressant de noter que le comportement de ces règles est signi�cative-
ment di�érent selon que le nombre de votants est pair ou impair. En e�et, la règle AVw(1),
dé�nie en section 3.3.2.a, est facile à calculer si le nombre de votants est impair, alors
qu'elle est di�cile dans le cas où ce nombre est pair. De même, l'étude de la manipulation
a dû être décomposée en deux cas, en fonction de cette parité. Le cas où le nombre de
votants est pair conduit à des exemples de manipulation faible, tandis que le cas où le
nombre de votants est impair conduit à des exemples de manipulation forte. En�n, dans
l'étude expérimentale du nombre de comités vainqueurs ex aequo, la parité du nombre de
votants in�ue particulièrement sur le comportement de minisum.

Pour conclure, les résultats de ce chapitre paraissent favorables à l'utilisation de la règle
minisum, car elle est facile à calculer, résistante à la manipulation et possède relativement
peu de comités ex aequo en moyenne. Mais cette règle est basée sur le critère majoritaire,
ce qui n'est pas adapté à l'élection de comités. En e�et, cela signi�e qu'elle ne prend pas en
compte le critère d'équité lors du calcul du comité vainqueur. Cependant, les règles de vote
fondées sur les OWA, qui sont plus équitables, sont di�ciles à calculer et manipulables.
Le phénomène de compensation entre équité et e�ort algorithmique est récurrent en choix
social. Ainsi, ces résultats ne sont pas à interpréter comme des arguments en faveur de
minisum, mais plutôt comme un rappel que prendre en compte l'équité dans un processus
d'agrégation de préférences ne s'e�ectue pas sans coût. Les règles proches de minisum

1. C'est-à-dire les candidats qui sont membres de tout comité vainqueur.
2. Ce seuil est (n+ i+ 1)/2, où n et i sont des données de l'élection et du vecteur de poids considéré.
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paraissent particulièrement attractives. Elles permettent de prendre en compte à un niveau
raisonnable l'équité de la solution renvoyée, tout en étant moins manipulables que minimax.

Le second chapitre de cette thèse est consacré au vote par approbation sur des domaines
combinatoires. La structure combinatoire du domaine de vote engendre des problèmes al-
gorithmique importants. Par exemple, si les préférences des votants sont explicitées sous
forme d'ordres de préférences, cela conduit à un nombre exponentiel d'alternatives à com-
parer et à ordonner. De nombreuses méthodes on été proposées pour e�ectuer le compromis
entre qualité de la solution et coût de calcul et de communication. Une vue d'ensemble de
ces méthodes est disponible dans Lang et Xia (2016). Dans cette thèse, nous avons étudié
l'extension de ces méthodes au vote par approbation.
Nous avons présenté quatre méthodes de vote par approbation sur des domaines combi-
natoires : l'approbation directe fondée sur une représentation compacte des préférences,
l'approbation séquentielle, la règle minisum conditionnelle et la règle minimax condition-
nelle fondées sur des préférences conditionnelles.
Tout d'abord, nous avons étudié brièvement l'approbation directe fondée sur une repré-
sentation compacte des préférences, présentée en section 4.2. Nous avons montré qu'il est
di�cile de calculer un vainqueur pour cette règle. De plus, le vote sous forme de repré-
sentation compacte peut être di�cile à exprimer pour les votants car il peut être de taille
exponentielle.
Les trois autres méthodes proposées se fondent sur une forme d'approbation condition-
nelle des préférences, présentée en section 4.2.2. Ces méthodes ont été étudiées sous quatre
aspects, à savoir la complexité de calcul, la proximité de leurs solutions, leurs propriétés
axiomatiques et leur manipulabilité.
Sur la complexité de calcul, nous savons déjà que minimax est une règle di�cile à calculer,
cela implique que minimax conditionnelle est aussi di�cile. Cependant, la règle minisum
se calcule en temps polynomial, ce qui ne nous apprend rien sur la complexité de minisum
conditionnelle. Nous montrons en fait que minisum conditionnelle est di�cile à calculer.
De plus, nous montrons qu'il existe une réduction depuis minisum conditionnelle vers le
problème de satisfaction maximal, ce qui nous permet d'une part d'utiliser les solveurs
existants pour MAX SAT et d'autre part d'obtenir un ratio d'approximation di�érentielle
pour minisum conditionnelle.
La comparaison de ces règles nous a permis de conclure qu'il existe des pro�ls pour lesquels
ces méthodes renvoient des solutions totalement opposées 3. De plus, nous avons mesuré
la proximité de ces règles. Par exemple, lorsque tous les domaines sont de taille α, le ratio
maximal entre les scores minisum d'une solution vainqueur pour le vote par approbation
séquentiel et d'une solution vainqueur pour minisum conditionnelle tend vers p.
Puis nous avons étudié les aspects axiomatiques de ces règles, en particulier les deux règles
minisum conditionnelle et minimax conditionnelle. Ces deux règles ne se comportent pas
de la même façon, à cause de l'utilisation de l'opérateur non linéaire maximum dans la

3. Ceci est vrai pour tout nombre de votants, pour tout nombre de variables et pour toute taille de ces
variables.
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seconde règle. Par exemple, nous avons démontré que ces deux règles véri�ent la consis-
tance lorsqu'elle sont considérées comme des règles déterministes mais que, dans le cas
non-déterministe, seule minisum conditionnelle est fortement consistante.
En�n, nous nous sommes intéressés à la manipulation de ces trois règles, en les considérant
comme des règles déterministes, c'est-à-dire en leur adjoignant un mécanisme de départage
des ex aequo. Nous avons alors montré que pour tout nombre de variables et toute taille
de ces variables, les trois règles considérées sont manipulables.

En conclusion de cette partie, il apparaît que le vote par approbation directe est un
système di�cile à mettre en ÷uvre, à cause d'une part de la forme des préférences, qui de-
mande un e�ort cognitif élevé de la part des votants, et d'autre part de la di�culté de calcul
de cette règle. Parmi les trois autres règles, le choix à privilégier dépend essentiellement
du contexte considéré. La règle de vote par approbation séquentielle est très e�cace dans
les situations où la communication est limitée. Cependant elle ne prend pas en compte le
critère d'équité. La règle minisum conditionnelle n'intègre pas non plus la notion d'équité
de la solution. En�n, la règle minimax conditionnelle est adaptée lorsque l'équité est un
critère important. Finalement, ces résultats permettent de choisir la règle la mieux adaptée
en fonction du contexte de décisions et des critères à satisfaire, en particulier du critère
d'équité.

Finalement, dans le troisième chapitre, je me suis intéressé à la situation où les in-
formations sur les préférences sont incomplètes. Lorsque les préférences sont incomplètes,
plusieurs questions peuvent se poser. Par exemple, existe-t-il un candidat qui soit certain
d'être vainqueur lorsque les préférences seront complétées (vainqueur nécessaire), ou en-
core, étant donné un candidat, a-t-il une chance d'être vainqueur lorsque les préférences
seront complétées (vainqueur possible). Ces problèmes sont présentés en section 2.6.
Dans le cadre de ce chapitre, nous avons fait l'hypothèse que les ordres de préférence des
votants nous sont donnés mais que l'on ignore la manière dont les votants transforment ces
ordres en bulletins d'approbation. En e�et, étant données les préférences d'un votant sur
un ensemble de candidats, il est connu qu'il existe plusieurs votes d'approbation sincères et
compatibles, comme je l'ai rappelé en section 2.5.1.a. Alors, étant données ces préférences
partielles, nous avons étudié les problèmes de vainqueurs possibles et nécessaires pour le
vote par approbation à vainqueur unique et à vainqueurs multiples.
Pour le vote par approbation à vainqueur unique sans contrainte sur le nombre de can-
didats à approuver, nous avons montré que déterminer si un candidat est un vainqueur
possible unique est facile. Cependant, déterminer si un sous-ensemble de candidats (de
taille supérieure à 2) est un ensemble de candidats vainqueurs ex aequo est di�cile. Ces
deux questions ont été étudiées dans le cas où il existe un nombre minimal et un nombre
maximal de candidats à approuver, avec des résultats similaires.
De plus, nous avons e�ectué une étude expérimentale a�n d'observer deux aspects de cette
situation : la résistance de la règle au choix du vote et la proximité entre le vainqueur de
Borda et le candidat ayant la plus grande probabilité de gagner. En se basant sur une dis-
tribution uniforme des votants dans un premier temps, puis sur le modèle de Mallows dans
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un second temps, nous avons généré di�érents pro�ls d'approbations compatibles avec le
même pro�l d'ordres de préférences. Cela nous a permis d'estimer la probabilité de gagner
de chaque candidat. Par exemple, nous observons que la plus grande probabilité de gagner
varie entre 0,1 et 0,5 avec l'hypothèse de distribution uniforme des votants. Cela nous a
aussi permis de comparer le candidat avec la plus grande probabilité de gagner avec le
vainqueur de Borda. On observe qu'avec la distribution uniforme, le candidat avec la plus
grande probabilité de gagner est le vainqueur de Borda dans plus de 75% des pro�ls tirés.
Ces résultats sont renforcés lorsque l'on étudie le modèle de Mallows.
En�n, nous avons étendu ces questions aux votes par approbation à vainqueurs multiples.
Pour chacune des règles présentées en section 2.3.4, nous avons montré que le problème de
comité vainqueur possible est di�cile, que l'on ait une contrainte sur la taille du comité à
élire ou non. De plus, dans ce contexte, nous avons étudié deux problèmes supplémentaires :
un candidat donné fait-il partie d'un comité vainqueur possible et fait-il partie de tous les
comités vainqueurs possibles. Nous avons montré que ces deux problèmes sont faciles à
résoudre.

Pour conclure, il apparaît que, dans le cas du vote par approbation à vainqueur unique,
il est possible d'obtenir facilement des informations utiles lorsque les préférences sont in-
complètes. En e�et, étant donné un candidat, il est facile de déterminer si ce candidat est
susceptible d'être vainqueur au terme de l'élection, ou encore, si ce candidat est certain
d'être vainqueur, ce qui a comme avantage de diminuer la quantité de communication. Ce-
pendant, les expérimentations e�ectuées sur la résistance de la règle au choix du vote nous
montrent qu'en moyenne la probabilité la plus forte d'être un candidat vainqueur n'est pas
très élevée (entre 0,1 et 0,5), sous l'hypothèse de la culture impartiale. Ceci nous montre
que, dans la plupart des pro�ls d'ordres tirés uniformément, il n'existe pas de vainqueur
nécessaire. En�n, lorsque l'on considère le vote à vainqueurs multiples, les informations
que l'on peut déduire des préférences incomplètes sont moins signi�catives. Étant donné
un candidat, on pourra savoir si ce candidat fait partie d'un comité qui a une chance d'être
vainqueur à l'issue du vote. Cependant, il est di�cile de savoir si un comité donné peut
être vainqueur.

6.2 Perspectives

Au cours de cette thèse nous avons étudié certains aspects algorithmiques du vote
par approbation, dans le cadre d'élection à vainqueur unique (chapitre 5) mais essentielle-
ment dans le cadre d'élections à vainqueurs multiples (chapitres 3, 4, 5). De nombreuses
perspectives de recherche se dégagent de ce travail.

Tout d'abord, dans le cadre des élections de comités par approbation, des perspec-
tives de recherche à court terme se dégagent. En e�et, il serait intéressant d'étendre les
résultats obtenus à l'ensemble des règles fondées sur les OWA. En terme de complexité
algorithmique, cela signi�e déterminer la complexité de calcul de l'ensemble de ces règles.
Le résultat principal de ce chapitre énonce que les règles les plus simples (à vecteurs bi-
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naires et décroissants) de cet ensemble sont di�ciles à calculer, il s'agirait donc de montrer
que pour l'ensemble de ces règles le calcul demeure di�cile. Du point de vue de la ma-
nipulation, nous avons montré que la règle minisum est la seule règle paramétrée par un
vecteur monotone à être résistante à la manipulation. Ainsi, il serait intéressant de savoir
si minisum reste la seule règle résistante à la manipulation parmi l'ensemble des règles
étudiées.

Ce chapitre nous permet aussi d'entrevoir des perspectives de recherche à plus long
terme. Nous avons mis en évidence les di�érences de comportement des règles fondées sur
les OWA en fonction de la parité du nombre de votants, que ce soit lors du calcul d'un
comité vainqueur, lors de l'étude de la manipulation ou encore lors des expérimentations
sur le nombre de comités vainqueurs ex aequo. Ce comportement nous rappelle le com-
portement du vote majoritaire, pour lequel la parité du nombre de votants joue un rôle
particulier. L'étude du lien entre ces règles et le vote majoritaire paraît donc nécessaire
pour mieux comprendre ce comportement et déterminer son in�uence sur le résultat des
règles.
D'autre part, le vote par approbation peut être généralisé en considérant le vote par appro-
bation contraint, c'est-à-dire un vote par approbation dans lequel il existe des contraintes
supplémentaires. Ces contraintes peuvent être variées, par exemple il peut exister un
nombre maximal (minimal) de candidats à approuver par votant, ou encore un respect
de la parité homme-femme dans le comité élu. Il serait alors intéressant de déterminer
comment nos résultats se généralisent lorsqu'il existe ce type de contraintes.
En�n, il existe d'autres méthodes pour prendre en compte l'équité dans les élections à
vainqueurs multiples. En particulier, le système de représentation proportionnelle par liste
a pour objectif principal la représentation proportionnelle de l'électorat. Dans ce système,
les votants expriment leurs préférences sur des listes de candidats (et non sur des candidats
seuls). En pratique, de nombreuses variantes de ce système sont utilisées dans les élections
politiques. Par exemple, le Bundestag, parlement allemand, est élu en partie 4 grâce à la
méthode de Sainte-Laguë, présentée en section 2.3.2. Cette approche de l'élection de co-
mités doit être mise en relation avec l'approche proposée dans le cadre de cette thèse. De
nombreuses questions se posent quant à la comparaison de ces deux approches. Il serait
intéressant de comparer la qualité des solutions retournées, la complexité de calcul, les
propriétés axiomatiques ou encore la manipulabilité de ces deux approches.

Ensuite, dans le cadre plus général du vote approbation sur des domaines combinatoires
deux perspectives principales se dégagent. D'une part, en vote sur des domaines combina-
toires, il est nécessaire de faire un compromis entre e�cacité en termes de communication
et expressivité de la méthode de vote utilisée. Nous avons étudié des règles fondées sur
des préférences conditionnelles qui sont relativement e�caces en terme de communication
mais qui sont donc peu expressives. Il existe des méthodes pour exprimer des préférences
sur des domaines combinatoires qui se trouvent à un autre point du compromis e�cacité-

4. L'élection du Bundestag est en fait plus complexe et la méthode de vote par liste n'est utilisée que
pour une partie des sièges.
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expressivité. Par exemple, une méthode plus coûteuse en communication est proposée par
Uckelman et al. (2009). Il s'agit d'exprimer les préférences via des formules logiques pon-
dérées. La méthode proposée est étudiée du point de vue de son expressivité, son e�cacité
et sa complexité. Il serait donc intéressant de comparer sur ces trois points les préférences
conditionnelles avec cette méthode, ou d'autres méthodes proposées. Plus généralement,
on pourrait mettre en place une mesure systématique de la perte de qualité des résultats
en fonction de l'e�cacité et de la complexité du langage utilisé pour les préférences sur des
domaines combinatoires.
D'autre part, de manière similaire à celle du chapitre 3, il pourrait être intéressant de gé-
néraliser les deux règles de vote minisum et minimax conditionnelles en utilisant d'autres
opérateurs d'agrégation, comme les OWA. Cela pourrait nous permettre de faire varier
plus �nement le poids de l'équité de la règle et l'e�ort algorithmique associé.

L'étude des problèmes de vainqueurs possibles et nécessaires est liée à di�érents do-
maines comme la manipulation ou la complexité de communication. Dans le domaine de la
manipulation, ces problèmes sont liés à la question du contrôle d'une élection par un orga-
nisateur. Supposons qu'un organisateur ait le pouvoir de décider du nombre de candidats
à approuver pour chaque votant et qu'il possède une fonction d'utilité sur les comités. On
peut alors se demander quelles sont les contraintes sur le nombre de candidats à approuver
qui maximisent son utilité espérée. Les problèmes de vainqueurs possibles et nécessaires
sont évidement liés aux questions de complexité de communication, comme expliqué en sec-
tion 2.6. Il est utile de déterminer quelle est la quantité d'information minimale à demander
aux votants pour pouvoir déterminer avec certitude le vainqueur de l'élection.

En�n, dans un travail de thèse récent, Durand (2015) a proposé un formalisme pour me-
surer le degré de manipulabilité d'une règle de vote. Tout au long de cette thèse, nous avons
rencontré des règles de vote que l'on a montrées manipulables. Il serait donc intéressant
dans un premier temps de mesurer le degré de manipulabilité de ces règles, pour ensuite
les comparer. En particulier, on étudiera l'évolution de la manipulabilité pour les règles
fondées sur les OWA, lorsque l'on passe d'une règle proche de minisum (non manipulable)
à une règle proche de minimax (manipulable).
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Annexe

Preuves et exemples du chapitre 3

Exemple généralisé de la section 3.4.3.b

Exemple 6.1. Nous considérons un nombre impair n = 2q + 1 de votant, et un entier
α ∈ N , 0 ≤ α < q. Le pro�le P est composé de (q − α) votes 00, α votes 10 et q + 1
votes 01. Le mécanisme de départage privilégie 01 sur 00 et 10, et 00 sur 11. Soit w tel que
W0→α ≤Wq→q+α+1 et W0→α+1 > Wq→q+α+2. Nous avons

H↓(00) = (1q+α+10q−α) D(00) = W0→q+α+1

H↓(01) = (2α1q−α0q+1) D(01) = 2W0→α +Wα→q
H↓(10) = (2q+11q−α0α) D(10) = 2W0→q+1 +Wq+1→2q−α+1

H↓(11) = (2q−α1q+α+1) D(11) = 2W0→q−α +Wq−α→2q+1

Clairement, pour 0 ≤ α < q, nous avons D(00) < D(11). De plus, nous avons
D(01) ≤ D(10), et le mécanisme de départage privilégie 01 si D(01) = D(10). En�n, nous
avons D(01)−D(00) = W0→α −Wq→q+α+1. Alors le vainqueur est 01, grâce au départage
si W0→α = Wq→q+α+1.

Supposons maintenant qu'un votant 00 transforme son vote en 10. Nous obtenons

H↓(00) = (1q+α+20q−α−1) D(00) = W0→q+α+2

H↓(01) = (2α+11q−α−10q+1) D(01) = 2W0→α+1 +Wα+1→q
H↓(10) = (2q+11q−α−10α+1) D(10) = 2W0→q+1 +Wq+1→2q−α
H↓(11) = (2q−α−11q+α+2) D(11) = 2W0→q−α−1 +Wq−α−1→2q+1

Clairement, pour 0 ≤ α < q, D(01) < D(10) est véri�ée. Si α < q − 1, D(00) < D(11),
et si α = q − 1, alors D(00) = D(11), et le mécanisme privilégie 00. De plus nous avons
D(01) −D(00) = W0→α+1 −Wq→q+α+2. Le vainqueur est donc 00 et la manipulation est
réussie.
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Exemple généralisé de la section 3.4.3.c

Exemple 6.2. Nous avons un nombre pair n = 2q de votants, et un entier α ∈ N , 0 < α ≤
q. Le pro�l P est composé de (q − α) votes 00, α votes 10 et q votes 01. Le mécanisme de
départage favorise 01 face à 10, et 00 face à 01 et à 10. Soit w un vecteur de poids croissant
tel que W0→α < Wq→q+α et W0→α−1 ≥Wq→q+α−1 (en fait W0→α−1 = Wq→q+α−1, puisque
w est croissant). Nous avons :

H↓(00) = (1q+α0q−α) D(00) = W0→q+α
H↓(01) = (2α1q−α0q) D(01) = 2W0→α +Wα→q
H↓(10) = (2q1q−α0α) D(10) = 2W0→q +Wq→2q−α
H↓(11) = (2q−α1q+α) D(11) = 2W0→q−α +Wq−α→2q

Clairement, pour 0 < α ≤ q, nous avons D(01) ≤ D(10) et le mécanisme de départage
tranche en faveur de 01 si D(01) = D(10). Nous avons, pour 0 < α < q, D(00) < D(11),
et si α = q, alors D(00) = D(11). En�n, nous avons D(01)−D(00) = W0→α −Wq→q+α,
et W0→α < Wq→q+α. Alors le vainqueur est 01.

Maintenant, supposons qu'un votant 10 change son vote en 00. Nous obtenons

H↓(00) = (1q+α−10q−α+1) D(00) = W0→q+α−1
H↓(01) = (2α−11q−α+10q) D(01) = 2W0→α−1 +Wα−1→q
H↓(10) = (2q1q−α+10α−1) D(10) = 2W0→q +Wq→2q−α+1

H↓(11) = (2q−α+11q+α−1) D(11) = 2W0→q−α+1 +Wq−α+1→2q

Clairement, pour 0 < α ≤ q, nous avons D(00) < D(11) et D(01) ≤ D(10). Nous avons
aussi D(01) − D(00) = W0→α−1 − Wq→q+α−1 = 0. Alors, le vainqueur est 00 grâce au
départage avec 01, et avec 10 si nécessaire, et la manipulation est une réussite.

Exemple généralisé de la section 3.4.3.d

Exemple 6.3. Nous considérons un nombre impair n = 2q + 1 de votants, et un entier
α ∈ N , 0 ≤ α < q. Le pro�l P est composé de (q−α) votes 01, (α+ 1) votes 11 et q votes
10. Le mécanisme de départage privilégie 10 face à 01 et à 11. Soit w un vecteur de poids
croissant tel que W0→q−α ≤Wq+1→2q−α et W0→q−α−1 > Wq+1→2q−α−1. Nous avons

H↓(00) = (2α+112q−α) D(00) = 2W0→α+1 +Wα+1→2q+1

H↓(01) = (2q1α+10q−α) D(01) = 2W0→q +Wq→q+α+1

H↓(10) = (2q−α1α+10q) D(10) = 2W0→q−α +Wq−α→q+1

H↓(11) = (12q−α0α+1) D(11) = W0→2q−α

Clairement, pour 0 ≤ α < q, nous avons D(11) < D(00) et D(10) ≤ D(01). Nous avons
aussi D(10) − D(11) = W0→q−α −Wq+1→2q−α. Le vainqueur est donc 10, par départage
avec 01 si D(10) = D(01), et avec 11 si W0→q−α = Wq+1→2q−α.
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Maintenant, supposons qu'un votant 01 vote 11, nous avons alors

H↓(00) = (2α+212q−α−1) D(00) = 2W0→α+2 +Wα+2→2q+1

H↓(01) = (2q1α+20q−α−1) D(01) = 2W0→q +Wq→q+α+2

H↓(10) = (2q−α−11α+20q) D(10) = 2W0→q−α−1 +Wq−α−1→q+1

H↓(11) = (12q−α−10α+2) D(11) = W0→2q−α−1

Clairement, pour 0 ≤ α < q, nous avons encore D(11) < D(00) et D(10) ≤ D(01).
Nous avons D(10) −D(11) = W0→q−α−1 −Wq+1→2q−α−1. Ainsi le vainqueur est 11 et la
manipulation est réussie, car le votant 01 préfère 11 à 10.

Preuve de la propriété 3.32

Preuve. Considérons n = 2q+1, w croissant et un pro�l P tel que AVw(P ) 6= minisum(P ).
Nous notons c = minisum(P ) et c′ = w-AV(P ), deux comités vainqueurs respectivement
pour minisum et pour AVw. Puisque le nombre de votants est impair, minisum possède un
unique vainqueur, ainsi nous avons minisum(c′, P )−minisum(c, P ) = α, pour un certain
α ≥ 1. Maintenant, étudions la di�érence entre les scores AVw de c et de c′ :

D(c)−D(c′) =

n∑
i=1

wi · (H↓(c)i −H↓(c′)i)

Avec le même argumentaire que celui utilisé dans le preuve de la proposition 3.21, nous
avons que pour tout 1 ≤ i ≤ n, −α ≤ (H↓(c)i −H↓(c′)i) ≤ α, et de plus, nous avons :

n∑
i=1

(H↓(c)i −H↓(c′)i) = −α

Ainsi nous obtenons, à partir d'une proposition similaire à la proposition 3.20 :

n∑
i=1

wi · (H↓(c)i −H↓(c′)i) ≤
n∑

i=q+2

α · wi −
q+1∑
i=1

α · wi

Mais puisque c′ = w-AV(P ), nous savons que D(c)−D(c′) ≥ 0. Ainsi, nous obtenons :

0 ≤
n∑

i=q+2

α · wi −
q+1∑
i=1

α · wi

Ceci implique
W0→q+1 ≤Wq+1→2q+1
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Preuve de la propriété 3.34

Preuve. Considérons n = 2q + 1, m = 2, un vecteur w croissant et un pro�l P tel que
AVw(P ) 6= minisum(P ). Nous notons c = minisum(P ) et c′ = w-AV(P ). Puisque le
nombre de votants est impair, minisum possède un unique vainqueur, ainsi nous avons
minisum(c′, P )−minisum(c, P ) = α, pour un certain α ≥ 1. Maintenant, étudions la
di�érence entre les scores AVw de c et de c′. Avec le même argument que dans la preuve
précédente nous obtenons

n∑
i=1

wi · (H↓(c)i −H↓(c′)i) ≤
n∑

i=q+2

α · wi −
q+1∑
i=1

α · wi

Dans le cas où m = 2, cette borne supérieure ne peut pas être atteinte. Démontrons-le
en supposant que cette borne est atteinte. Cela implique que H↓(c, P )i ∈ [α; 2− α], pour
1 ≤ i ≤ 2q + 1. En e�et, supposons qu'il existe i tel que H↓(c, P )i > 2− α, cela implique
H↓(c, P )1 > 2 − α et ainsi H↓(c, P )1 − H↓(c′, P )1 > −α et la borne ne peut pas être
atteinte. Maintenant, supposons qu'il existe i tel que H↓(c, P )i < α, cela implique que
H↓(c, P )2q+1 < α et ainsi H↓(c, P )2q+1 −H↓(c′, P )2q+1 < α, et la borne ne peut pas être
atteinte.
Donc, nous avons H↓(c, P )i ∈ [α; 2−α], pour 1 ≤ i ≤ 2q+ 1, ce qui est seulement possible
avec α = 1 (car α > 0). Cela implique que H↓(c, P )i = 1, pour 1 ≤ i ≤ 2q+ 1 et ainsi nous
obtenons H↓(c′, P )i = 2, pour 1 ≤ i ≤ q + 1 et H↓(c′, P )i = 0, pour q + 2 ≤ i ≤ 2q + 1.
Mais si nous étudions le comité c̄′, nous obtenons H↓(c̄′, P )i = 2, pour 1 ≤ i ≤ q et
H↓(c̄′, P )i = 0, pour q + 1 ≤ i ≤ 2q + 1 et c̄′ possède un meilleur score minisum que c (2q
pour c̄′ comparé à 2q+1 pour c). Cela contredit la dé�nition de c. Ainsi la borne supérieure
ne peut pas être atteinte.

Étudions alors la borne supérieure directement plus petite :

n∑
i=1

wi · (H↓(c)i −H↓(c′)i) ≤
n∑

i=q+3

α · wi −
q∑
i=1

α · wi

Avec le même argumentaire, nous pouvons montrer que cette borne ne peut pas non pus
être atteinte.

En�n, nous étudions la borne plus petite suivante :

n∑
i=1

wi · (H↓(c)i −H↓(c′)i) ≤
2q∑

i=q+2

α · wi −
q∑
i=1

α · wi

Mais puisque c′ = w-AV(P ), nous savons que D(c)−D(c′) ≥ 0. Ainsi, nous obtenons :

0 ≤
2q∑

i=q+2

α · wi −
q∑
i=1

α · wi
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Ceci implique :
W0→q ≤Wq+1→2q

Deuxième exemple général pour la section 3.4.3.d

Exemple 6.4. Nous considérons un nombre impair n = 2q + 1 de votants, et un entier
α ∈ N , 0 ≤ α < q. Le pro�l P est composé de q votes 01, α votes 11 et (q + 1− α) votes
10. Le mécanisme de départage favorise 01 face à 10, et 11 face à 01 et à 10. Soit w un
vecteur de poids croissant tel que w2q−α = 0 and w2q+1−α > 0. Nous avons

H↓(00) = (2α12q+1−α) D(00) = 2W0→α +Wα→2q+1

H↓(01) = (2q+1−α1α0q) D(01) = 2W0→q+1−α +Wq+1−α→q+1

H↓(10) = (2q1α0q+1−α) D(10) = 2W0→q +Wq→q+α
H↓(11) = (12q+1−α0α) D(11) = W0→2q+1−α

Tout d'abord, pour 0 ≤ α < q, nous avons 0 < D(11) ≤ D(00), car w2q+1−α > 0. Nous
avons aussi D(01) ≤ D(10) et D(01) = 0, car wq+1 = 0. Le vainqueur est donc 01, grâce
au départage avec 10 si D(10) = D(01).

Supposons alors qu'un votant 10 vote 11. Maintenant nous avons

H↓(00) = (2α+112q−α) D(00) = 2W0→α+1 +Wα+1→2q+1

H↓(01) = (2q−α1α+10q) D(01) = 2W0→q−α +Wq−α→q+1

H↓(10) = (2q1α+10q−α) D(10) = 2W0→q +Wq→q+α+1

H↓(11) = (12q−α0α+1) D(11) = W0→2q−α

Maintenant, pour 0 ≤ α < q, nous avons D(11) < D(00) and D(11) = 0. Et nous avons
encore que D(01) ≤ D(10) et D(01) = 0. Ainsi, le vainqueur est 11 grâce au départage
avec 01 et avec 10 si nécessaire. La manipulation est réussie puisque le votant 10 préfère
11 à 01.
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Résumé : L'objet de cette thèse est l'étude des aspects algorithmiques du vote par approbation.
Il s'agit principalement d'une étude théorique des enjeux computationnels soulevés par le vote par
approbation dans des contextes de décisions variés. En e�et, j'utilise des techniques de complexité
comme la réduction polynomiale pour montrer que le vote par approbation peut conduire à des
problèmes di�ciles à résoudre. Cependant, j'étudie aussi des questions plus proche de la théorie
classique du choix social, puisque j'aborde la question de la manipulation et des propriétés axioma-
tiques du vote par approbation. De plus, certaines questions font l'objet d'une étude expérimentale
dans le but de mieux comprendre le comportement des règles basées sur le vote par approbation.

Dans un premier temps, l'étude se porte sur les élections de comités et les référendums multiples
à l'aide du vote par approbation. Je propose une famille générale de règles de vote, pour laquelle je
démontre que le calcul du vainqueur est di�cile. Puis j'étudie en détail la manipulation de ces règles,
en explicitant des exemples de manipulation valides pour tout nombre de votants et de candidats.
En�n, la question du nombre de comités vainqueurs ex aequo est abordée au travers d'une étude
expérimentale.
Dans un second temps, je porte mon attention sur un contexte plus général, le vote par approba-
tion sur domaines combinatoires. De nouvelles méthodes de vote sont proposées, se basant sur des
préférences conditionnelles. J'étudie alors les propriétés axiomatiques de ces règles, puis je montre
leur manipulation.
Finalement, je me place dans le cadre du vote avec préférences incomplètes pour étudier les pro-
blèmes de vainqueurs possibles et nécessaires dans le vote par approbation. En premier, j'explore ces
problèmes pour le vote par approbation à vainqueur unique, en obtenant des résultats de complexité
positifs et négatifs. Puis une étude expérimentale apporte des éclaircissements sur la robustesse du
vote par approbation en fonction du nombre de candidats approuvés par chaque votant. En�n, dans
le cadre du vote par approbation à vainqueurs multiples, je démontre que le problème du vainqueur
possible est di�cile pour la plupart des règles proposées dans la littérature.
Mots-clés : Choix social computationnel, Vote par approbation, Élection de comités, Domaines
combinatoires, Préférences incomplètes, Complexité algorithmique, Manipulation.

Abstract: The subject of this thesis is the study of computational aspects of approval voting. Most
of the works are theoretical results about computational issues raised by approval voting, in many
di�erent settings. Indeed, I use algorithmic techniques like polynomial reductions to prove that many
problems are di�cult to solve in the context of approval voting. However, I also study some questions
that are more related to classical choice theory, such as manipulability and axiomatic properties of
approval voting. Moreover, some problems are investigated through experimental analysis.

Firstly, I study approval voting in the context of committee elections and multiple referenda.
A general family of rules is suggested, for which I show that the winner determination problem is
di�cult. Next, I explore extensively the manipulability of these rules, providing general examples of
manipulation that adapt to any number of voters or candidats. Finally, experimental analysis allow
us to get some insights about the number of co-winning committees.
Secondly, I focus on a more general setting, approval voting in combinatorial domains. New methods
are suggested for how to use approval voting in this context. First, I study the axiomatic properties
and the manipulability of these methods.
Finally, I study approval voting in the context of incomplete preferences. In the case of single winner
approval voting, I study the possible and necessary winners problems, and show that they lead to
some questions that are easy to solve and some that are di�cult. Then an experimental study
is conducted to evaluate the sensitivity of approval voting to the number of candidates that are
approved by the voters. To conclude, I show that the possible winner problem is di�cult for all the
rules in the literature in the context of multi-winner approval voting.
Key words: Computational social choice, Approval voting, Committee elections, Combinatorial
domains, Incomplete preferences, Algorithmic complexity, Manipulation.
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